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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

n 1 n
Limite de ((1 + f) > avec x € R puis équivalent de (e — <1 + —) ) )
n nEN* n neN*

1

1n = 2et
n (o) oun e

Banque CCINP : On considére la série de terme général u,, = -

a € R.
1. Cas a < 0 En utilisant une minoration trés simple de u,,, démontrer que la série
diverge.

2. Cas a > 0 Etudier la nature de la série.

Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f :x — ———.
z(In(z))

Ces deux questions son indépendantes.
1. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

- 1
= 2

k=1

Montrer que (.S,) converge puis montrer que :

S,=C-+ o (1>
n  too \n
400 1
2. (a) Calculer Z .
“—~ k(k+1)(k+2)

—+00 “+o00 2
m
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(b) Calculer ; T 12 en sachant que ; il
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Nature de la série de Bertrand

Banque CCINP :
1

1. On pose g(z) = e** et h(z) = Tow
x
Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k£ des fonctions g et h sur
leurs ensembles de définitions respectifs.

6233
2. On pose f(z) = .
pose f{z) == .\
En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée n'*™° d’un produit de
fonctions, déterminer, pour tout entier naturel n et pour tout x € R\ {—1}, la

valeur de f(x).

3. Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question
précédente.

Ces deux questions son indépendantes.
1. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :

n

1
S”:Zk:Jr\/E'

k=1

Donner un équivalent de (S,,) puis montrer que :
Sn

=In(n) + C + 0 (1).
2. Pour tout entier naturel non nul n, on pose :
“ 1
H, = —.
> 5
k=1

Pour tout entier naturel non nul p, on appelle n, le plus petit entier naturel IV tel
que Hy > p. Donner un équivalent de (n,).
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Théoréme de Cesaro, avec preuve.

Banque CCINP :
1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
2. Soit f : [a,b] — R et soit zg € |a, b|.
On suppose que f est continue sur |a,b] et que f est dérivable sur |a, xo[ et sur
]ZL‘Q, b[
Démontrer que, si f/ admet une limite finie en xg, alors f est dérivable en x( et
f'(zo) = lim f'(z).
T—T0
3. Prouver que I'implication : ( f est dérivable en z9) = (f’ admet une limite finie
en zg) est fausse. Indication : on pourra considérer la fonction g définie par :

1
g(z) = z?*sin — si z # 0 et g(0) = 0.
x

1. Montrer que Z sin(n) est bornée.

n>1
Xy, X :
2. Montrer que Z ——— converge absolument ot on note ¥, la somme partielle
= k(k+1)
de Z sin(n).
n>1
sin(k)

3. En déduire que Z

k>1

converge.



