a) On a
L 4 yylay — 1)
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[en considérant gue les cas singuliers sont les prolongements du cas gEndral )
On en deduait

Fa

I} = Ij 1 T
N2 = Wi
b} Avec des notations immeédiates

Fo + wolxy + yyma)
Yot ia)

[T+ poTa ) + Moy )rs
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et M= {ﬂ-.ﬁ # M)

et on vorifie hien 'associativite de la lot =,
U remangue que

BaM=M+B=M

done I est élément neutre de s loi +.
Enfin 51 wy # 0 alors pour

Iy = —I'ﬂ.-"!.l'r.l
=1/



on observe

J'l-fn 'llr.ﬂ-.ﬁ —_ J'l-f] iy .ﬂ-fn —_ .ﬂ'

et donc on pent athirmer que My est inversible d'inverse 0.
c) On a
In = Yn=1Hkn=2

ot on peut done affirmer qu'il est possible d'écrire gy, sons la forme
[ ] h"l
Un = W™ 1
AvVeC

dg=1l.a;,=0,a, =a,.1+ a5.9
by =050y =1 by, =by_y +byg

Les snites (a, ) ot (&, ) sont récurrente linéaires d'ordre 2 d’éguation
caractorstique r? = r 4+ 1 de racines

1++/5 1—+/5
'y = = et ra = =
On obtient apris caleuls
r F ry — T}
iy = 'I! -?';1-|— . ]-Eﬂtb'r.:;

Ty —T7 rL—Ta e



a| L'application considerde est au deépart d'nn ensemble mfini et & wleurs dans un
ensemble fini, elle ne peut done étre injective et 1 caste & < £ M M* = Mt ce
qui fournit Y = [, avee p = { — k car M est inversible. On en déduit que I, € 0
et que M ~' = WP ¢ 0. Cela suffit pour conclure que H est un sous-groupe de
GLL(K).

b) 8i M € H nlors N+~ MN et N — NM sont des permutations de ff. On en
doduit que MF = FM = F car pour chaque terme les sommes portent sur les

mames eléments,
prai Y. mp=1 ¥, =P
Y wen ¥ veu
¢} Puisque P2 = P, ImP = ker{ P — [} et ker P sont supplémentaires dans
M, 1 (K.
Si X € ker P alors PX =0 et pour tout W € H. PMX = PX = 0 donc
MX € ker P. Ainsi ker P ost stable par f.

SiXe [ ker(M—I,)alors pour tout M € H, MX = X donec PX = X puis
MCH
Xeker(P—1I,).
Inversement, s1 X € ker{ P — [,) alors PX = X et pour tout Af € H,
X=PX=MPX=MXetdonc X € [ ker{M — I,). Ainsi
A H

[ ker(M —1I,) = ker{P — L)
MEH

et ker P est solution du probleme posé.
d) P est une projection done trP = rgP £ M et done 3 trM = gtrP £ gl
McH
S5i . trM =0 alos P = 0. Par suite || ker{M — I.) = {0} et il 2"y a done
MgH e H
pas de vectenr non nul invariant pour tous les éléments de /T et inversement .



Les imversibles sont obtenus & partir des nombres premiers avec 200
G={123791113 17, 19)
3 est un élément d’ordre 4 dans (7, %) avec
3)={1,3,9.7}

et 11 est un élément d'ordre 2 n'appartenant pas & (33,
Le morphisme o : Zf2F » E/4E — G donné par

k. 8y =11* 2 3

est bien defini et injectif par les arguments qui précéedent.
Par cardinalite, o'est un isomorphisme.



a) Posons N = -A™'BA. Ona
NP = (—1)PA-1BPA=0O,

domne
I, =1, — NF=(J— NI+ N+ N =k Jﬁm"'l]

On en déduit que I — N = I, + A~ BA est inversible ot
(L4 A"'BA) " =T+ N4+ N? 4 .oy NP
b} Soit P € C{X] tel que P((1) ={l. On a

P(X)=aX +bX? 4.



Done

P{R)=aB + b8 4 -+

s

P{BY = o"B" + B"! 4 ... = O,
Omn pent alors reprendre le misonnement de la question précéedente et affirmer que
la matrice [, + P[0} est inversible et que son inverse est de la forme

L, — P(B)+ P{BY + --- + {-1)* P(B)

Omn en dédnit gue  est inclus dans GLG(C) et gue inverse d'on élément de 7
est encore dans ff.

[ est immédiat de vérifier que i est non vide et stable par produit. (On en dédunit
que i est un sous-groupe de (GL.(C), = ). Enfin, on vérifie que i est commutagif
car les polynomes en une matrice commutent entre ewx.



