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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Tout groupe fini de cardinal premier est cyclique, puis commutatif.

QUESTIONS INDEPENDANTESSoit un groupe (G, -).

1. Soit f : i L x(‘;l Montrer que f est un isomorphisme de groupes si et

seulement si le groupe G est commutatif.

2. Soient deux sous-groupes H et K du groupe G. On note :
HK ={h-k,khe Hke K} et KH={k-h,he H ke K}
(a) Soit z € G. Montrer que :
v € HK < 17" € KH.

(b) Montrer que HK est un sous-groupe de G si et seulement si K H est un sous-
groupe de G si et seulement si HK = KH.

QUESTIONS INDEPENDANTES
1. Donner 'ensemble G des inversibles de I'anneau Z/20Z.

2. Montrer que (G, X) est isomorphe & (Z/27 x Z/AZ,+).
3. Soient A € GL,(C), p e N, et B € M,,(C) telle que BP = 0,,.
(a) Montrer que I, + A"'BA est inversible et exprimer son inverse.

(b) On pose : H = {I,+ P(B), P e C[X], P(0)=0}. Montrer que H est un
sous-groupe commutatif de (GL,(C), x).
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Déterminer les sous-groupes de (Z, +) (avec preuve).

Soit un anneau (A, +, X) et deux éléments a,b de A.
1. Soit a € A. Rappeler la définition de a est nilpotent

2. Soit (¢,n) € C x N, expliciter Z q~.
k=0
3. Si (ab) est un élément nilpotent, montrer que 1 — ab est inversible et déterminer
(1—ab)~t.
4. Si (ab) et (ba) sont nilpotents, exprimer (1 — ba)~! en fonction de (1 — ab)™!.

5. On ne suppose plus (ab) ni (ba) nilpotents. Montrer que si 1 — ab est inversible,
alors 1 — ba est également inversible.

Soient A(1,0) et B(0,1). Les points My (zo,yo) et M (z1,y1) sont donnés. On construit
le point F, par les conditions :

e les droites ( PyM, ) et 'axe des abscisses sont paralléles;

e P e (AB)
On construit le point g par les conditions :

e les droites ( PyQo ) et ( M1 B ) sont paralléles;

[ ] Qo & (AMl)
Soit le point M, (2, y2) tel que le quadrilatére ( Mo PyQoMs ) soit un parallélogramme.
On pose : My = My * M.

1. Démontrer : (xZ) = <x0 —|—x1y0>.
Yo YoY1

2. Démontrer que la loi * est associative, admet un élément neutre et que, si yo # 0,
le point M, admet un inverse.

3. On définit une suite de points (M), oy par la donnée de My, de M, et de la relation
de récurrence valable pour tout entier n > 2 : M,, = M,,_1 x M,,_5. Déterminer y,,
en fonction de yq et de y;.
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COLLES DE MATHEMATIQUES DE M BACQUELIN

Soit A un anneau commutatif. Montrer que Nilrad(A) (avec Nilrad(4) =
{z €A, IneN, 2" =0}) est un idéal.

QUESTIONS INDEPENDANTES
1. Montrer que {2"3™, (m,n) € Z*} muni de la multiplication est un groupe.

2. Montrer que (E, ) est un groupe avec F un ensemble non-vide muni d’une loi de
composition interne x associative telle que :

Y(a,b) € E?, 3J(z,y) € E* b=a*xz =yx*a.

Soit H une partie non vide et finie de GL,(K) stable par multiplication. On pose :
1
gq=|H|et P=- M.
|H | . >

MeH
1. Soit M € H. Soit f définie sur N* par f : k — MF¥. Montrer que f n’est pas
injective. En déduire que H est un sous-groupe de GL,(K).

2. Montrer, si M € H, que MP = PM = P. En déduire que : P? = P.
3. Trouver un supplémentaire, dans M,, ; (K), stable par tous les éléments de H, de
Narer ker (M — 1,).

4. Montrer que : Z tr M € ¢N. Que dire si cette somme est nulle ?
MeH



