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EXERCICE 10 analyse

Énoncé exercice 10

On pose fn (x) =
(
x2 + 1

) nex + xe−x

n+ x
.

1. Démontrer que la suite de fonctions (fn) converge uniformément sur [0, 1].

2. Calculer lim
n→+∞

1∫
0

(
x2 + 1

) nex + xe−x

n+ x
dx.

Corrigé exercice 10

1. Pour x ∈ [0, 1], lim
n→+∞

fn(x) = (x2 + 1)ex.

La suite de fonctions (fn) converge simplement vers f : x 7→ (x2 + 1)ex sur [0, 1].

On a ∀ x ∈ [0, 1], fn(x)− f(x) = (x2 + 1)
x(e−x − ex)

n+ x
,

et donc : ∀x ∈ [0, 1], |fn(x)− f(x)| ⩽ 2e
n

( majoration indépendante de x).

Donc ||fn − f ||∞ ⩽
2e
n

.

De plus, lim
n→+∞

2e
n

= 0 donc la suite de fonctions (fn) converge uniformément vers f sur [0, 1].

2. Par convergence uniforme sur le segment [0, 1] de cette suite de fonctions continues sur [0, 1], on peut
intervertir limite et intégrale.

On a donc lim
n→+∞

∫ 1

0

(x2 + 1)
nex + xe−x

n+ x
dx =

∫ 1

0

(x2 + 1)ex dx.

Puis, en effectuant deux intégrations par parties, on trouve
∫ 1

0

(x2 + 1)ex dx = 2e− 3.
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EXERCICE 12 analyse

Énoncé exercice 12
1. Soit (fn) une suite de fonctions de [a, b] dans R.

On suppose que la suite de fonctions (fn) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f , et que, pour
tout n ∈ N, fn est continue en x0, avec x0 ∈ [a, b].
Démontrer que f est continue en x0.

2. On pose : ∀ n ∈ N∗, ∀ x ∈ [0; 1], gn(x) = xn.
La suite de fonctions (gn)n∈N∗ converge-t-elle uniformément sur [0; 1] ?

Corrigé exercice 12
1. Soit x0 ∈ [a, b].

Prouvons que f est continue en x0.
Soit ε > 0.
Par convergence uniforme, il existe un entier N tel que ∀ n ∈ N, n ⩾ N =⇒ (∀x ∈ [a, b] , |f(x)− fn(x)| ⩽ ε).
En particulier pour n = N , on a ∀x ∈ [a, b] , |f(x)− fN (x)| ⩽ ε. (*)

Or la fonction fN est continue en x0 donc ∃ α > 0 tel que :
∀x ∈ [a, b] , |x− x0| ⩽ α ⇒ |fN (x)− fN (x0)| ⩽ ε. (**)

D’après l’inégalité triangulaire, ∀ x ∈ [a, b],
|f(x)− f(x0)| ⩽ |f(x)− fN (x)|+ |fN (x)− fN (x0)|+ |fN (x0)− f(x0)|.

Alors d’après (*) et (**),
∀x ∈ [a, b] , |x− x0| ⩽ α ⇒ |f(x)− f(x0)| ⩽ 3ε.

On en déduit que f est continue en x0.

2. La suite (gn)n∈N∗ converge simplement sur [0, 1] vers la fonction g : x 7→
{

0 si x ∈ [0, 1[
1 si x = 1

∀ n ∈ N∗, gn est continue en 1 alors que g est discontinue en 1.

D’après la question précédente, on en déduit que (gn)n∈N∗ ne converge pas uniformément vers g sur [0, 1].
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EXERCICE 9 analyse

Énoncé exercice 9
1. Soit X un ensemble, (gn) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.

Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (gn) vers la fonction g.

2. On pose fn(x) =
n+ 2

n+ 1
e−nx

2

cos (
√
nx).

(a) Étudier la convergence simple de la suite de fonctions (fn).
(b) La suite de fonctions (fn) converge-t-elle uniformément sur [0,+∞[ ?
(c) Soit a > 0. La suite de fonctions (fn) converge-t-elle uniformément sur [a,+∞[ ?
(d) La suite de fonctions (fn) converge-t-elle uniformément sur ]0,+∞[ ?

Corrigé exercice 9
Pour toute fonction f : X −→ C bornée on pose : ||f ||∞,X = sup

t∈X
[f(t)|

1. Soit gn : X −→ C et g : X −→ C.
Dire que (gn) converge uniformément vers g sur X signifie que :

∀ε > 0,∃N ∈ N/∀ n ∈ N, n ⩾ N =⇒ ∀ x ∈ X, |gn(x)− g(x)| ⩽ ε.

Ou encore :
(gn) converge uniformément vers g sur X ⇐⇒ ∃ n0 ∈ N/∀n ⩾ n0, gn − g est bornée sur X et
lim

n→+∞
||gn − g||∞,X = 0.

2. (a) On pose pour tout x ∈ R, fn(x) =
n+ 2

n+ 1
e−nx

2

cos (
√
nx).

Soit x ∈ R.
Si x = 0, alors fn(0) =

n+ 2

n+ 1
, donc lim

n→+∞
fn(0) = 1.

Si x ̸= 0, alors lim
n→+∞

fn(x) = 0.

En effet, |fn(x)| ∼
+∞

e−nx
2 | cos (

√
nx) | et 0 ⩽ e−nx

2 | cos (
√
nx) | ⩽ e−nx

2 −→
n→+∞

0.

On en déduit que (fn) converge simplement sur R vers la fonction f définie par :

f(x) =

{
0 si x ̸= 0
1 si x = 0

(b) Pour tout n ∈ N, fn est continue sur [0,+∞[ et f non continue en 0 donc (fn) ne converge pas
uniformément vers f sur [0,+∞[.

(c) Soit a > 0.

On a : ∀x ∈ [a,+∞[, |fn(x)− f(x)| = |fn(x)| ⩽
n+ 2

n+ 1
e−na

2

(majoration indépendante de x).

Donc ||fn − f ||∞,[a,+∞[ ⩽
n+ 2

n+ 1
e−na

2

.

Par ailleurs, lim
n→+∞

n+ 2

n+ 1
e−na

2

= 0 (car
n+ 2

n+ 1
e−na

2 ∼
+∞

e−na
2

).

Donc (fn) converge uniformément vers f sur [a,+∞[.
(d) On remarque que pour tout n ∈ N, fn est bornée sur ]0,+∞[ car pour tout x ∈ ]0,+∞[,

|fn(x)| ⩽
n+ 2

n+ 1
⩽ 2.

D’autre part, f est bornée sur ]0,+∞[, donc, pour tout n ∈ N, ||fn − f ]]∞,]0,+∞[ existe.

On a |fn(
1√
n
)− f(

1√
n
)| = (n+ 2)e−1 cos 1

n+ 1
donc lim

n→+∞
|fn(

1√
n
)− f(

1√
n
)| = e−1 cos 1 ̸= 0.

Or ||fn − f ]]∞,]0,+∞[ ⩾ |fn(
1√
n
)− f(

1√
n
)|, donc ||fn − f ]]∞,]0,+∞[ ̸−→

n→+∞
0.

Donc (fn) ne converge pas uniformément vers f sur ]0,+∞[.
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EXERCICE 11 analyse

Énoncé exercice 11
1. Soit X une partie de R, (fn) une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une fonction

f .
On suppose qu’il existe une suite (xn)n∈N d’éléments de X telle que la suite (fn(xn)− f (xn))n∈N ne tende
pas vers 0.

Démontrer que la suite de fonctions (fn) ne converge pas uniformément vers f sur X.

2. Pour tout x ∈ R, on pose fn(x) =
sin (nx)

1 + n2x2
.

(a) Étudier la convergence simple de la suite (fn).
(b) Étudier la convergence uniforme de la suite (fn) sur [a,+∞[ (avec a > 0), puis sur ]0,+∞[.

Corrigé exercice 11
1. Par contraposée :

si (fn) converge uniformément vers f alors :
il existe un entier N tel que ∀n ⩾ N , ∥fn − f∥∞ = sup

x∈X
|fn(x)− f(x)| existe et lim

n→+∞
∥fn − f∥∞ = 0.

Or, ∀ n ∈ N, xn ∈ X donc ∀ n ∈ N, n ⩾ N =⇒ |fn(xn)− f(xn)| ⩽ ∥fn − f∥∞.
Or lim

n→+∞
∥fn − f∥∞ = 0.

Donc lim
n→+∞

|fn(xn)− f(xn)| = 0.

C’est-à-dire la suite (fn(xn)− f(xn))n∈N converge vers 0.
2. (a) Soit x ∈ R.

Si x = 0, alors fn(0) = 0.

Si x ̸= 0, alors lim
n→+∞

fn(x) = 0 car |fn(x)| ⩽
1

n2x2
.

Donc la suite (fn) converge simplement vers la fonction f définie par : ∀x ∈ R, f(x) = 0.
(b) Soit a > 0.

∀ x ∈ [a,+∞[, |fn(x)− f(x)| = |fn(x)| ⩽
1

1 + n2a2
(majoration indépendante de x).

Donc ||fn − f ||∞ ⩽
1

1 + n2a2
.

De plus, lim
n→+∞

1

1 + n2a2
= 0.

On en déduit que la suite de fonctions (fn) converge uniformément vers la fonction f sur [a,+∞[ .

On pose, ∀ n ∈ N∗, xn =
π

2n
.

On a ∀ n ∈ N∗, xn ∈ ]0,+∞[ et |fn(xn)− f(xn)| =
1

1 +
π2

4

qui ne tend pas vers 0 quand n → +∞.

On en déduit, d’après 1., que la suite de fonctions (fn) ne converge pas uniformément sur ]0,+∞[.
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