TDS8: Arbres

MP2I Lycée Pierre de Fermat

Pour les questions marquées d'un (*), des indications pour vous aider figurent a la derniere
page du TD. Vous pouvez les regarder si vous bloquez; tentez de ne pas les utiliser si vous
avancez vite.

Exercice 1. Diametre d’un arbre
5

Pour un arbre A, on appelle chemin dans A tout suite de /\
noeuds distincts nq,...,n; avec Vi € [1,k — 1], n;yq est le 4 1
parent ou 'enfant de n;. La longueur d’un tel chemin est k—1. PR P
Le diamétre de A est la longueur maximale d’'un chemin 8 2 2 6
entre 2 noeuds quelconques de A. On considere des arbres 1/\1 7/\3
binaires.

FIGURE 1 — Arbre Ap
Q1. Quel est le diametre de 'arbre Ay ?
Q2. Un chemin de longueur maximale passe-t-il forcément par la racine ?

Q3. Donner une fonction inductive permettant de calculer le diametre d'un arbre. Quelle
est sa complexité ?

Q4. (*) Proposer une solution en O(n) avec n la taille de I'arbre.

Exercice 2. Parcours

On considere dans cet exercice des arbres binaires. Les arbres de taille n seront étiquetés
par [1,n], et 'on considérera uniquement des arbres dont les étiquettes sont toutes distinctes.
Autrement dit, les noeuds d’un arbre de taille n auront comme étiquettes exactement 1,2, ..., n.

Q1. Trouver deux arbres distincts d’au moins 5 noeuds avec des étiquettes toutes dis-
tinctes, dont les parcours préfixes donnent la méme liste.

Q2. Idem pour les parcours infixes et postfixes.

Q3. Trouvez deux arbres distincts avec des étiquettes toutes distinctes ayant le méme
parcours postfixe et le méme parcours préfixe.

Q4. (*) Montrer que si deux arbres ont le méme parcours préfixe et le méme parcours
infixe, alors ils sont égaux, en proposant un algorithme permettant de reconstruire un
arbre a partir de ses deux parcours.
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Exercice 3. Arbres d’arités quelconques

On considere les arbres binaires et les arbres d’arité quelconque stricte, que 'on peut définir
selon le code OCaml suivant :

type 'a ab = (* arbres binaires *)
| V (x vide *)
| N2 of 'a * 'a ab * 'a ab (* etiquette, gauche, droite *)

type 'a arbre = (* arbres généraux *)
| N2 of 'a * ('a arbre list)

On cherche a construire une bijection entre ces deux ensembles, dont le principe est que la
relation “enfant gauche de” dans les arbres binaires correspondra a la relation “premier enfant
de” dans les arbres généraux, tandis que la relation “enfant droit de” dans les arbres binaires
correspondra a la relation “frere de” dans les arbres généraux.

Q1. En suivant cette indication, construire deux fonctions inverses I'une de 'autre entre
les types | 'a ab et |'a arbre].

EXGI‘CiCG 4, Dénombrement des arbres

On s’intéresse au nombre de noeuds des arbres binaires et des arbres binaires stricts, en faisant
abstraction des étiquettes. Autrement dit, on considerera des arbres dont tous les noeuds ont
une seule et méme étiquette : c¢’est la forme des arbres qui nous intéresse. On parle parfois de
squelette d’arbre.

Q1. Montrer par induction que tout arbre binaire strict non vide a un nombre impair de
noeuds.

Q2. Proposer une preuve plus directe utilisant des propriétés vues en cours.

Pour n € N, on note AB,, '’ensemble des arbres binaires de taille n, et ABS,, '’ensemble des
arbres binaires stricts de taille 2n + 1. Pour n € N, on note C,, = |AB,| et D,, = |ABS,,|.

Q3. Donner Cy, Cy, Cy, Cs5, Cy.

Q4. Donner Dy, D1, Dy, Ds.

Q5. (*) Trouver une bijection entre AB,, et ABS,, pour n € N.
Q6. Montrer que pour n € N*, on a :
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Cn = Cch(n—k:—l
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On peut montrer (avec les séries entieres, que vous verrez I'année prochaine) que cette

équation a pour solution :
1 2
i)
n+1\n

On appelle cette suite la suite des nombres de Catalan

Q7. (*) Pour n € N, montrer que le nombre de mots bien parenthésés de taille 2n est C,,.

Les nombres de Catalan permettent de compter de trés nombreux objets : les mots bien pa-
renthésés, les triangulations de polygones, les marches aléatoires revenant en 0 en restant po-
sitives, etc... Chacune de ces situations représente donc une bijection avec les arbres binaires !




Exercice 5. Rotations d’arbres

On note A I'ensemble des arbres binaires stricts étiquetés aux feuilles par N, défini inducti-
vement :

— Pour n € N, F(n) € A, c’est une feuille;
— Sig,de€ A, N(g,d) € A, c’est un noeud interne.

On considere donc des arbres binaires n’ayant pas d’informations sur les noeuds internes.

Pour n € N, on note A, C A l'ensemble des arbres dont les étiquettes sont exactement
1,2,...,n, sans doublons, et dont les feuilles sont ordonnées de gauche a droite.

Q1. Donner tous les éléments de A,, pour n = 1,2, 3, 4.

Définition 1. Soit A = N(z, N(y, ¢’,d’),d) un arbre dont '’enfant gauche est non-vide. L’arbre
obtenu en appliquant une rotation droite sur A est A = N(y,¢', N(z,d,d)). Inversement,
I’arbre obtenu en appliquant une rotation gauche sur A’ est A.

Notons R, : A — Ag la rotation gauche et Ry : Ap — Apg la rotation droite.

On peut appliquer les rotations gauche et droite au sein d’'un arbre, sur un nceud interne
quelconque. On notera R%(A) 'arbre obtenu en effectuant une rotation droite sur le sous-arbre
enraciné en x dans A, lorsque c’est possible. On note de méme Ry (A) pour une rotation gauche.

Q2. Représenter graphiquement 'effet des rotations droites et gauche.
Q3. Montrer que A, est stable par rotations.

On appelle peigne gauche tout arbre dont tous les noeuds internes ont pour enfant droit
une feuille. On définit de maniere analogue les peignes droit.

Q4. Quel est 'unique peigne droit dans A,, 7 Et 'unique peigne gauche ?

Q5. Donner une suite de rotations permettant de transformer le peigne droit en peigne
gauche.

Q6. Montrer que pour A, B € A, il existe une suite de rotations permettant de transfor-
mer A en B.

On appelle distance de rotation de deux arbres A, B le nombre minimal de rotations a
appliquer pour passer de A a B.

Q7. Donner une borne supérieure sur la distance de rotation de deux arbres A, B € A,,.

Il n’existe pas a ce jour d’algorithme efficace (i.e. polynomial) permettant de calculer la dis-
tance de rotation exacte de deux arbres : c’est un probleme ouvert.



Exercice 0. Miroir

On considere un ensemble d’étiquettes E, et on note Agr l'ensemble des arbres binaires
étiquetés par E. On dit qu'un arbre est le miroir d’un autre s’ils sont en symétrie verticale
I'un par rapport a 'autre.

Q1. Définir formellement la propriété “étre miroir de” par induction sur Ag afin de cor-
respondre a la description ci-dessus.

Q2. Ecrire une fonction inductive miroir : Ap — Ap telle que pour tout arbre binaire A,
A est miroir de miroir(A). Montrer que cette fonction est involutive.

On considere que les noeuds des arbres de Ag sont des mots sur 'alphabet B = {0,1}, ou 0
désigne 'enfant gauche et 1 I’enfant droit.

Q3. Si A € Ag et n est un noeud de A, quel est le noeud correspondant dans miroir(A) ?

Exercice 7. Dénombrement 2

Pour h € N, On note H(h) le nombre d’arbres binaires de hauteur h.
Q1. Donner H(—1), H(0), H(1).
Q2. Donner une formule de récurrence vérifiée par H.

Vous pouvez trouver plus d’information sur la suite H(n) en cherchant les premiers termes
sur oeis.org/

Indications
e Exercice 1, Question 4 : On pourra utiliser une fonction qui calcule a la fois le diametre
et la hauteur.
e Exercice 2, Question 4 : Commencez par déterminer la racine de 'arbre

e Exercice 3 : On pourra commencer par coder la fonction auxiliaire suivante :

1| (x ab_fratrie [al; a2; ... ak] renvoie un arbre binaire contenant

2 les mémes étiquettes que al, a2 ... et ak, et transformant la relation "~ ~“&tre freére
de" en "“étre enfant droit de"

3 et la relation "“é&tre premier enfant de" en "~ ~&tre enfant gauche de" *)

4 | let rec ab_fratrie (1: 'a arbre list) : 'a ab =

5 match 1 with

6 | 0>V

7 | N (x, 1f) :: q > ...

e Exercice 4, Question 5 : Qu’obtient-t’on si 'on enleve les feuilles d’'un arbre binaire
strict ?

e Exercice 4, Question 7 : On pourra décomposer un mot bien parenthésé selon 'indice
de la parenthese fermante correspondant a la premiere parenthese ouvrante.


https://oeis.org/

