MOUVEMENTS ET INTERACTIONS - Mécanique du point matériel MP2I
Chapitre 11 : Cinématique du point matériel

Chapitre 11
Cinématique du point matériel

II.

Cadre spatio-temporel de la
mécanique classique du point
matériel
Espace et temps d'un observateur

1.1 Espace

1.2 Temps
Notion de référentiel

Le point matériel

Repérer un point matériel dans
'espace
Repere et base de projection
Vecteur position
Les différents systemes de coordonnées
3.1 Coordonnées cartésiennes
3.2 Cordonnées cylindriques
3.3 Cordonnées sphériques
3.4 Abscisse curviligne et base de Frenet

3.5 Choix du systeme de coordonnées

4. Equations horaires et trajectoire

[II. Vecteurs vitesse et accélérations

1. Vecteur vitesse
2. Vecteur accélération
IV. Etude d'un mouvement en
coordonnées cartésiennes
1. Vecteur vitesse
2. Vecteur accélération
3. Mouvement rectiligne
3.1 Généralités
3.2 Mouvement rectiligne uniforme

3.3 Mouvement rectiligne uniformément
varié

V. Etude d'un mouvement en

coordonnées cylindriques
1. Vecteur vitesse
2. Vecteur accélération
3. Mouvement circulaire
3.1 Généralités
3.2 Mouvement circulaire uniforme

3.3 Mouvement courbe quelconque

« Le tempes est U image mobile de {'cterncte cmmobidle. » Pz




MOUVEMENTS ET INTERACTIONS - Mécanique du point matériel MP2I
Chapitre 11 : Cinématique du point matériel

Le cours

La cinématique est I'étude du mouvement d’un corps indépendamment de ses causes. Elle repose sur
une description euclidienne de I’espace et d’'un temps absolu

I. Cadre spatio-temporel de la mécanique classique du point matériel

1. Espace et temps d'un observateur

1.1 Espace

L’espace physique correspond a un espace géométrique euclidien a 3 dimensions ou I'on peut repérer la
position d’'un point par ses 3 coordonnées.

Selon la nature du mouvement du point, sa position sera localisée par I'un des systémes suivants : cartésien,
polaire, cylindrique ou sphérique.

1.2 Temps

Le temps sert a dater les événements. Un événement doit étre choisi pour définir I'origine du temps (t =
0). Le temps ne peut qu'augmenter donc il ne peut varier que dans le sens positif mais il peut prendre
des valeurs négatives (événements antérieurs a I'événement choisi pour origine des temps).

Un instrument qui permet de dater est une horloge.

2. Notion de référentiel

Le mouvement d'un point est un concept relatif : deux observateurs en mouvement l'un par rapport a
I'autre ne percevront pas le méme mouvement. Lorsqu'une bille tombe verticalement dans un train, le
passager va observer une droite, tandis que la personne sur le quai va observer une parabole !

En d’autres termes, on ne peut pas décrire le mouvement d’un corps sans préciser par rapport a quoi.

On décrit le mouvement d’'un corps par rapport a un « observateur » muni d’'une horloge et lié de
manieére fixe a un solide indéformable (R), cet ensemble est appelé « référentiel ».

Un repere d’espace associé a un repere temporel forme donc un référentiel.
Dans un probléme de mécanique il est fondamental de préciser le référentiel choisi.
Référentiels usuels :

e Référentiel de Copernic : son centre correspond au centre de gravité du systéme solaire et ses directions
sont données par 3 étoiles suffisamment éloignées pour étre supposées fixes le temps de 'expérience.

o Référentiel héliocentrique : référentiel lié au centre du soleil et dont les axes sont dirigés vers trois étoiles
suffisamment éloignées pour étre supposées fixes.

e Référentiel géocentrique : référentiel lié au centre de la Terre et en translation par rapport au référentiel
héliocentrique.

o Référentiel terrestre : référentiel lié a la Terre, il est lié au sol et donc en rotation par rapport au
référentiel géocentrique

En Mécanique Classique, le temps est absolu : il est le méme quel que soit le référentiel. Deux
observateurs dans des référentiels différents attribuent les mémes dates aux mémes événements.
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3. Le point matériel

Si I'on ne s’intéresse pas au mouvement de rotation éventuel de I'objet mais seulement au déplacement
de son centre de masse, on peut alors négliger ses dimensions et 1’assimiler a un point matériel affecté de
sa masse totale.

Un point matériel est un point géométrique muni d’'une masse m.

Il sert a modéliser un systeme solide de masse m dont I’éventuel mouvement de rotation autour de lui-
méme n’influence pas le mouvement de son centre de masse.

Dans la suite, le point matériel sera noté M. Sa position est donnée par 3 parameétres : les 3 coordonnées
du point dans I'espace. On dit qu’il possede 3 degrés de liberté de mouvement.

Le but de la mécanique est de repérer la position du point M et d’en décrire le mouvement.

II. Repérer un point matériel dans I'espace

1. Repere et base de projection

Dans un espace a trois dimensions, une base est un ensemble de trois vecteurs non coplanaires. Dans
une telle base un vecteur posséde une décomposition unique.

Une base est dite normeée si les vecteurs de la base sont unitaires (de norme 1).
Une base est dite orthonormée si elle est normée et que ses vecteurs sont orthogonaux deux a deux.

Un repere est constitué d’un point origine O et d’'une base vectorielle, souvent orthonormée directe.
On lui associe un systéme de coordonnées permettant de repérer le point dans I'espace.

2. Vecteur position

Le vecteur position d’'un point M au cours du temps est le vecteur OM (t).

Ce vecteur est exprimé dans la base choisie en fonction de la symétrie du probléme

3. Les différents systemes de coordonnées

3.1 Coordonnées cartésiennes ol R -
~a it

Les coordonnées cartésiennes (x,y,z) d'un point M sont les valeurs = M
algébriques mesurées par rapport au point O des projections
orthogonales de M respectivement sur les axes (Ox), (0y) et (0z).

- xestl'abscissede M: x € |—o0; +oo[ Q= |
- yestl'ordonnéede M:y € |—o0; +oo[ .
- zestlacotedeM:z € |—c0; 400[ T

Les vecteurs de base sont les vecteurs unitaires (., , U, )dirigeant les 3 axes du triedre (Oxyz).

Le vecteur position s’écrit: OM(t) = x(t) u, + y(®) uy, +z(t) u,




MOUVEMENTS ET INTERACTIONS - Mécanique du point matériel MP2I

Chapitre 11 : Cinématique du point matériel

3.2 Cordonnées cylindriques

H est le projeté orthogonal de M dans le plan (Oxy).

Les coordonnées cylindriques (r, 8, z) d'un point M sont telles que :

r=0H;r € [0;+oo[
- 0 angle orienté entre I'axe Ox et OH:0 € [0;2m]
zestlacotedeM:z € |—o0; +o0[ i

= rcos@ y = rsind

Remarque : x

E—

Les vecteurs de base sont les vecteurs unitaires (ur ,Ug , Uy, ):

- U, estle vecteur unitaire dirigé de O vers H.

ug est le vecteur unitaire appartenant au plan (Oxy), perpendiculaire a u, et
dirigé dans le sens des 0 croissants.

u, est le vecteur unitaire dirigé selon 'axe Oz

«<

Expression du vecteur position : OM = OH + HM

Le vecteur position s’écrit: OM(t) = r(t) u,” + z(t) u,

Remarque : si z = Cte (souvent 0), (u, ,ug ) est appelée base polaire (trés utiles pour les mouvements
circulaires).

s

3.3 Cordonnées sphériques

=

H est le projeté orthogonal de M dans le plan (Oxy).

Les coordonnées sphérique (7, 8, ¢) d'un point M sont telles que : .

|

r =0M;re[0;+o

e 6Oangle orienté entre 'axe Ozet OM ; 0 <0<,

o @ = angle orienté entre 'axe Ox et EI), 0<¢p< 2m.

o - — —>
Les vecteurs de base sont les vecteurs unitaires u,, ug, U, :

e u, estle vecteur unitaire qui dirige OM,

—
179) est le vecteur unitaire appartenant au plan formé par I'axe Oz et OM, perpendiculaire a 17;, dansle

sens des 0 croissants.
—> . . . . P —> .
u,, est le vecteur unitaire perpendiculaire a u,et ug, dans le sens des ¢ croissants.

—_— N
Vecteur position: OM (t) = r(t)e,
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3.4 Abscisse curviligne et base de Frenet

Supposons que 'on connaisse la courbe sur laquelle se déplace le point M. Dans ce cas, la connaissance
de la distance a laquelle se trouve M d’un point particulier de la courbe suffit a repérer ce point. Pour cela,
on commence par orienter la courbe, c’est-a-dire que 'on définit arbitrairement un sens positif. Ensuite,
on choisit un point particulier sur la courbe que nous noterons ().

Enfin, on définitla distance curviligne s(t) comme étant la mesure algébrique de la distance
d’arc QM(t) le long de la trajectoire. Munis de €, de la courbe et de s(t), nous sommes capables de repérer
le point M a chaque instant t.

y Cercle tangent a la courbe au point M/

Trajectoire du point M

Le repére de Frenet a pour origine le point M(t) et pour base orthonormée (u;, u,). Cette base mobile
est construite de la fagon suivante :

- On définit arbitrairement, un sens positif le long de la trajectoire ;

- Le vecteur unitaire u;, dit vecteur tangent est, comme son nom l'indique, tangent a la trajectoire et
orienté dans le sens positif ;

- Levecteur unitaire u,, dit vecteur normal, est quant a lui perpendiculaire a u; et orienté dans le sens
de la concavité de la trajectoire (vers le centre du cercle localement tangent a la trajectoire dit cercle
osculateur)

3.5 Choix du systéme de coordonnées

Le choix du systeme de coordonnées dépend des symétries du probleme et des parametres que 1'on
cherche a déterminer.

e Un systéme ne possédant pas de symétrie particuliére sera décrit en général avec des coordonnées
cartésiennes.

e Un systéme possédant une symétrie axiale sera généralement étudié avec des coordonnées cylindriques.

e Un systéeme possédant une symétrie centrale sera généralement étudié avec des coordonnées sphériques.

4. Equations horaires et trajectoire
Considérons un point M en mouvement par rapport a un référentiel R.

Les équations horaires sont les équations qui permettent de repérer le point M a chaque instant t dans
le référentiel R : ce sont les coordonnées en fonction du temps.

La trajectoire d’'un point M par rapport a un référentiel ® est I'ensemble des positions successives
occupées par le point M.

La relation entre les coordonnées ne faisant pas intervenir explicitement le temps est I'équation de la
trajectoire.
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III. Vecteurs vitesse et accélérations

1. Vecteur vitesse

On étudie un point entre les instants t et t+At.
Sil'on note M, la position du point a I'instant t et M' sa position a l'instant t + At, alors on peut définir un
vecteur vitesse moyenne correspondant au trajet :

MM’ OM(t + At) — OM(t)
Vmoy = Tx T At '

Si on fait tendre At vers 0, on aboutit a la notion de dérivée.

Le vecteur vitesse du point M a I'instant t par rapport au référentiel R estla dérivée de son vecteur
position par rapport au temps :
. (dOM >
Um/r =\~
at /.

Il est tangent a la trajectoire et orienté dans le sens du mouvement.

y

it M

La norme du vecteur vitesse, que nous appellerons vitesse, se mesure en m.s-1.

2. Vecteur accélération

Le vecteur accélération est une grandeur d’évolution qui mesure la variation du vecteur vitesse, en norme
et en direction.

On note M la position du point a l'instant t et M' sa position a l'instant t 4+ At, alors on peut définir un
vecteur accélération moyenne correspondant au trajet :

AV . .
' _v(t+At) —v(t)

a = :
moey At
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Le vecteur accélération du point M a I'instant t par rapport au référentiel R est la dérivée de son
vecteur vitesse par rapport au temps :

o (W) _ d?0M
Wr=\dt ), \ diz ]

La norme du vecteur accélération, que nous appellerons accélération, se mesure en m.s-2.

N N 2 N 2
Remarque : a - D = (d"M/R) .3 _ 1d(@myz)” _ 1d|[Pmyzll
que:Am/r * Ym/R at Jg M dt 2 adt
e (Cas d'un mouvement accéléré :
La norme du vecteur vitesse augmente donc : ~ P-—a
- -
ClM/gg ' vM/R >0
c™ (2
¥ tangente

e Cas d’'un mouvement décéléré :

La norme du vecteur vitesse diminue donc : fa

i
- - .- )
ay/r * Vmyr <0 alt) .\ Glt)
tangente

e (Cas d’'un mouvement uniforme :

La norme du vecteur vitesse est constante e

donc:

&
- L3 _ .2 4 Rl
aM/:R vM/iR =0: aM/:R 1 vM/fR' )
w i tangente
centre C } 9

L’existence du vecteur accélération traduitle
changement de direction du vecteur vitesse.

Il existe un vecteur accélération non nul, du moment ot le vecteur vitesse varie, que ce soit par sa norme, sa
direction ou son sens.

Dans le cas d’une trajectoire courbe, le vecteur accélération existe toujours et est orienté dans le
sens de la concavité de la trajectoire.

Les vecteurs position, vitesse, accélération sont définis pour un référentiel (®) dans lequel on observe
le mouvement, mais peuvent étre exprimés dans différentes bases.

Le référentiel c’est « par rapport a quoi on étudie le mouvement », le repeére c’est un choix mathématique
d’un systéeme de coordonnées pour exprimer le plus simplement possible, en fonction des symétries du
probleme, les vecteurs.
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Intéressons-nous donc maintenant a I'expression de ces vecteurs dans différents repéres.

IV. Etude d'un mouvement en coordonnées cartésiennes

On étudie le mouvement d’un point M par rapport a un référentiel ® dans lequel la base cartésienne est
fixe.

Référentiel ® (0 ;u,,u,’,u,, t) lié a 'observateur

1. Vecteur vitesse

La base cartésienne (W Uy E’) étant fixe dans le référentiel ®, la dérivée du vecteur position dans ce
systéme de coordonnées est simple : il suffit de dériver les composantes du vecteur position.

Le vecteur vitesse s’écrit : Uy z(t) = x()u, + y(®Ou, + z(Ou,

2. Vecteur accélération

De la méme facon, la dérivée du vecteur vitesse dans ce systéme de coordonnées est simple : il suffit de
dériver les composantes du vecteur vitesse.

Le vecteur accélération s’écrit : dy/x(t) = (DU, + yOu, + z(Hu,

£1 AP 1

3. Mouvement rectiligne
3.1 Géneralites
Un mouvement rectiligne est un mouvement qui s'effectue le long d'une ligne droite.

Au cours d'un tel mouvement, les vecteurs vitesse et accélération sont portés par la trajectoire : ils
conservent donc leur direction.

Le mouvement peut étre entierement décrit par un seul parameétre : on choisit par simplicité, une
coordonnée cartésienne dont I'axe supporte la trajectoire et si possible orienté dans le sens du
mouvement.

Pour la suite, on étudie un mouvement selon l'axe Ox dans le sens des x croissants. Ainsi :

OM(t) = x(t) Uy Dy (t) = 2() Uy dy/n(t) = ¥() %y



https://fr.wikipedia.org/wiki/Ligne_droite
https://fr.wikipedia.org/wiki/Vecteur_vitesse
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3.2 Mouvement rectiligne uniforme

Le mouvement est rectiligne et uniforme lorsque la trajectoire est une portion de droite et la
valeur de la vitesse est constante. Le vecteur vitesse a toujours méme direction, méme sens et
méme valeur : il est constant. Le vecteur accélération est donc nul.

By z(t) = Constante et Gy z(t) =0

Equation horaire :

On note vy la vitesse du point M et x¢la condition initiale x(0).

x(t) = vy = constante
x(t) = vot + xg

3.3 Mouvement rectiligne uniformément varié

Le mouvement est rectiligne et uniformément varié lorsque la trajectoire est une portion de
droite et que la valeur de l'accélération est constante. Le vecteur accélération a donc toujours
meéme direction, méme sens et méme valeur : il est constant.

dy,»(t) = constante

Equation horaire :

On note ap la composante du vecteur accélération du point M. ay est positive si le mouvement est accélére,
négative s'il est décéléré.
On note également vy la vitesse initiale du point M et x¢la condition initiale x(0).

X(t) = ay = constante
X(t) = aot + Vo

1
x(t) = antz + Vot + xo

V. Etude d'un mouvement en coordonnées cylindriques

On étudie toujours le mouvement de M par rapport au référentiel ® dans lequel la base cartésienne est
fixe.

1. Vecteur vitesse

La direction des vecteurs u, ,ug dépendent de la position du point M : la base cylindrique est mobile
dans le référentiel R.
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La dérivée du vecteur position dans ce systeme de coordonnées nécessite de dériver les vecteurs
unitaires en plus des composantes du vecteur position.

R dOM dr . du, dz .
Ve (t) = =—u, +r +—1u,
R R

dt dt dt dt

—

U, =cosB Uy +sinf U, Up=—sinf U, +cos u,

dT 3 . — 3 — y —
(d—;)Rz—HsmB Uy +0cosO uy, =0 ug
(ddite) = —0cos U, — 6 sin® U, = —0u, (utile pour la suite)
R
du_)r _ N — d_u_g)) __‘—)
(dt)gg_eue (dt R O,

Le vecteur vitesse s’écrit: Uy »(t) =7 U, + 10Uy +2 U,

2. Vecteur accélération

De la méme facon, la dérivée du vecteur vitesse dans ce systeme de coordonnées nécessite de dériver les
vecteurs unitaires en plus des composantes du vecteur vitesse.

R dVyz ar _,  (du, dr ., do__, . [dug dz __,
aM/R(t): dt =Eur +r dt +Eeu9 +r% ug +10 7 +Euz
R R R

Le vecteur accélération s’écrit : dy»(t) = (i —r0*)w, + (r6 +270) up + 2 u,

£ AP 2

3. Mouvement circulaire
3.1 Généralités

Un mouvement circulaire est un mouvement dont la trajectoire est un cercle ou un arc de cercle.

Au cours d'un tel mouvement, les vecteurs vitesse et accélération changent de direction.

Le mouvement peut étre entierement décrit par un seul parameétre angulaire si on choisit les
coordonnées polaires. On note O le centre du cercle et R le rayon du cercle. Au cours du mouvement seul
'angle 6 varie.

T?M
\MU}
R
vTé[ N
b7



https://fr.wikipedia.org/wiki/Vecteur_vitesse
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OM(t) =Ru,

Ty/r(t) = RO Uy

vi_, dv—,

EM/,'R(t) = —RQZW-F RBW = _?ur +Eu9

ouv = Ré, composante du vecteur vitesse

Interprétation du vecteur accélération :

- Lacomposante normale ou radiale, selon u,.’, existe toujours et est orientée vers le centre du cercle.
Elle traduit la courbure de la trajectoire et donc la variation de la direction du vecteur vitesse.

- La composante tangentielle, selon ug,, existe si la vitesse varie au cours du mouvement: son
existence traduit la variation de la norme du vecteur vitesse durant le mouvement.

trajectoire trajectoire

du point M du point M
e dv e dy
mouvement accelere E >0 mouvement déccelére E <0

3.2 Mouvement circulaire uniforme

|¥|| = constante 6 = constante
— n2-— 172 —
aM/R(t) =—-RO0°u, = — R Ur

L’accélération d’'un mouvement circulaire n’est jamais nulle : méme dans le cas uniforme !
La composante radiale de I'accélération est toujours non nulle et orientée vers le centre de la
trajectoire.
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3.3 Mouvement courbe guelconque

Un tel mouvement s’étudie plut6t dans la base de Frenet :
. — ds —
Vecteur vitesse : Uy »(t) = o W

Concernant le vecteur accélération on admet que les résultats obtenus pour un mouvement circulaire se
généralisent a une courbe quelconque en remplacant de rayon R par le rayon de courbure p de la
trajectoire au point considéré.

2
ry 7 . — vt — dv
Vecteur accélération : dy»(t) = S Un + o e

L’ accélération a donc la aussi une composante tangentielle qui dépend de la variation de lanorme
de la vitesse, et une composante normale qui correspond aux variations de direction.
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Applications

Application 1 : Ballon sonde

On étudie le mouvement d'un ballon-sonde dans Le véférentiel Lié o la Terve. Le ballon-sonde M, Laché au
niveau du sol, s'éleve avec une vitesse verticale constante de norme vo. Le vent lul communique un

mouvement horizontal de divection et de sems constants et de norme proportionnelle o Laltitude z du

t . L
ballon tel que X = z =, ol T est un temps caractéristioue.
T

1) Downer Lexpression des coordonnes cartésiennes x (t) et z (t) du ballon.

2) Downner Lexpression du vectewr vitesse du ballon.
2) Downner Lexpression du vectewr accélération du ballow.

Application 2 : Enfant sur un mandge

Solt un enfant assimilé i vun point M assis sur un mangge. IL se trowve i wne distance R de L'axe de votation

du manege sur un cheval de bols qui oscille autour d'une hauteur moyenne ho avee une pulsation 4o et
d'une amplitude hy.
0, est La vitesse angulalre du mangge.

1) Downner Lexpression des coordonnges chLm}hf’Lques r(t), B(t) et z(t) de Lenfant.
2) Downer Lexpression odu vecteur vitesse de Lenfant.
3) Downer Lexpression ou veetewr accélération oe Lenfant.




