TD11: Logique

MP2I Lycée Pierre de Fermat

Exercice 1. Calcul des propositions

Le calcul des propositions est un exercice consistant a déterminer si une formule ¢ est satisfiable,
si c’est une tautologie, ou si elle vérifie tout autre type de propriété. Pour cela, les deux méthodes
principales sont la simplification et les tables de vérité.

La simplification consiste a appliquer des regles d’équivalence (comme les lois de De Morgan,
'associativité, le fait que T et L sont neutres ou absorbants, etc...) pour réduire la formule autant
que possible, de facon a ce qu’elle devienne simple, ou méme triviale, a étudier.

L’utilisation de tables de vérité consiste a énumérer toutes les valuations possibles et a donner
I'interprétation de la formule ou des formules étudiées afin de conclure. En effet, une formule est
satisfiable si et seulement si au moins une ligne de sa table de vérité contient un 1 dans la colonne
de sortie, et est une tautologie si et seulement si toutes les lignes de sa table de vérité ont un 1 dans
la colonne de sortie.

Q1. En procédant par simplification, déterminer si les formules suivantes sont des tautologies,
et si elles sont satisfiables :

L (XAY)V(XAY)A(mX VD)

2. XANY 5 (ZVXAW))OANYNVaZ)N(ZV-X)N W

3. (X —=>-"X)AN (Y —-X)=Y)
Q2. A Tlaide de tables de vérité, déterminer si les formules suivantes sont des tautologies, et si
elles sont satisfiables, et déterminer une formule équivalente plus simple :

L (XVaY)AN(Z—=Y)N(ZN=X)

2. (X =>YAZ)ANYNXVI)NZVY)

3. XAYNAND)V(XAN-Z)VIY NXNZD)

Il est aussi possible d’utiliser des regles de simplification pour obtenir une formule plus légere, et
d’utiliser une table de vérité pour finir.

Q3. Utilisez des regles de simplification pour faire disparaitre les variables V' et W et simplifier
la formule suivante, puis utilisez une table de vérité pour déterminer si elle est satisfiable :

(VAY AZ)V(-VAY AZ)]V=[(2V A (X AV)V (=X AV))) = W]V (Y = (X = 2))



Exercice 2. Modélisation

Alma, Basile et Clara vont au restaurant ensemble :

1. Si Alma commande un dessert, Basile en commande un aussi.

2. Basile et Clara ne commandent jamais de dessert en méme temps.
3. Soit Alma soit Clara commande un dessert (soit les deux).

4. Si Clara commande un dessert alors Alma aussi.
Q1. En utilisant des tables de vérité, déterminer qui prend un dessert et qui n’en prend pas.

Q2. Sil'on enleve n’importe laquelle des quatre informations, peut-on encore déduire quoi que
ce soit ?

Exercice 3. Exercices divers

Q1. Déterminez si les formules suivantes sont satisfiables. Donnez une valuation satisfaisante
lorsque c’est le cas, et une preuve lorsque c¢a ne 'est pas. Indiquez également lesquelles sont
des tautologies.

a.X/\(Y\/—!X) C. (X/\Y)—)ﬁZ
b. (X—)ﬁY)/\(Z—)Y)/\(X/\Z) d. (X—>—|X)—>—\X

Q2. Montrez les conséquences et équivalences logiques suivantes :
Lo Y= (e AY)V (0 A )

=) me=p

Lo EY =

LoV oY EY

1V 02, P2 V P35, 01 V Py 01 F Pn

Q3. Mettez les fonctions booléennes suivantes sous FNC et sous FND :
a. f(z,y,2) = ((Z xy)+2) x (z+y)

b, f(xl,...,m:{ U )

0 sinon

o A~ o0 T e

Q4. Soient p,¥ € F et Q € Q une variable n’apparaissant pas dans ¢ ou dans ¢». Montrez que
(pVQ)A (¥ V—Q) est satisfiable si et seulement si ¢ ou 1) est satisfiable.

Q5. Montrez la regle de coupure : pour I'; A des ensembles de formules et ¢, 1) des formules, si
I'Epetque A g1, alors T') A = .



Exercice 4. Forme normale disjonctive

Nous avons vu en cours comment construire une formule sous FND équivalente a une formule p en
utilisant la table de vérité de . On s’intéresse dans cet exercice a la formalisation de cette méthode,
et a la preuve de sa correction.

Posons ¢ € F une formule, dont les variables libres sont X, X3, ..., X,,_1. On considere le tableau
(T;.;)ico,2n—1],je[o,n] de dimensions 2" X (n 4+ 1) suivant :

— Pour j<n—1letiec[0,2"—1],T;; =6,

— Pour i € [0,2" — 1], Tin, = [] ™

Avec :

— 0;; = 1 si ¢ contient un 1 a la j-éme place de son écriture binaire et 0 sinon;
— 0, est la valuation qui a chaque X; avec j € [0,n — 1] associe 9 ;.

Autrement dit, on énumere les lignes de la table de vérité en comptant en binaire. De plus, o; est
la valuation qui correspond aux valeurs choisies sur la 7-eme ligne.
Enfin, pour j <n —1etie [0,2" — 1], on note [, ; le littéral valant X; si T; ; = 1 et =X sinon.

Q1. On considere la formule suivante :

Y = (XO A _|X1) — _|(X2 A Xo)

Tracer la table de vérité, et donner les valeurs de :

a) Ts, b) T3, c) Tz3 d) Isa e) lzz f) o3 g) o7
Q2. Justifier que pour toute valuation o définie sur { X, ..., X, 1}, il existe i € [0,2" — 1] tel
que o et o; soient égales sur {Xo, Xy,..., X, 1}
Q3. Montrer que [l;;]7 = 1 pour i € [0,2" — 1],5 € [0,n — 1]
n—1
On pose ensuite pour ¢ € [0,2" — 1],C; = /\ li ;-
=0

Q4. Montrer que pour ¢ € [0,2" — 1], [C;]7 =1
Q5. Montrer que pour 7,7 € [0,2" — 1] avec i # ¢/, [C;]7" =0
On peut maintenant considérer la formule FND : on pose I = {i € [0,2" — 1] | T}, = 1} et
p=\/C.
iel

Q6. Montrez que ¥ = .

Exercice 5. Quantificateurs et connecteurs

On pose ¢ et ¥ deux formules. Que pensez-vous des affirmations suivantes? Si elles sont vraies,
en faire une preuve, et sinon, donner un contre-exemple :
1. ¢ V9 est satisfiable si et seulement si ¢ ou ¢ l'est.
© A ¢ est satisfiable si et seulement si ¢ et ¢ le sont.
© V ¥ est une tautologie si et seulement si ¢ ou 1 'est.
© A ¥ est une tautologie si et seulement si ¢ et 1 le sont.
—p est satisfiable si et seulement si ¢ ne l'est pas.
—p est une tautologie si et seulement si ¢ ne l’est pas.

N G W

—p est une tautologie si et seulement si ¢ n’est pas satisfiable.



Exercice 6. Point formalisme

Nous avons vu en cours trois symboles qui ont le sens “impliquer” :

— L’implication habituelle notée = que vous utilisez tout le temps dans vos preuves en maths et
en info.

— Le connecteur logique —, qui est un des constructeurs de I’ensemble inductif des formules

— Le symbole de conséquence logique .

Il faut bien comprendre la différence entre les trois, ce qui nécessite de faire la différence entre les
énoncés mathématiques et les formules :

— Un énoncé mathématique est une phrase que vous pourriez écrire dans une copie, de la forme
“Pour tout z,y € R, (x +y)? = 2% + y*” ou bien “La multiplication des complexes est commu-
tative”. Les énoncés peuvent étre vrais ou faux[]

— Une formule est un élément de I’ensemble inductif F, elle fait partie des objets que 'on étudie,
dont on parle, en logique. Par exemple, X A =Y et X V =X sont des formules. Une formule
n’est pas vraie ou fausse par elle-méme.

On a besoin des deux niveaux, car une théorie mathématique ne peut pas parler d’elle méme. Nous
utilisons donc le langage mathématique usuel pour étudier les formules. Les trois symboles =, —, =
existent a des niveaux différent. Par exemple, I'implication logique = permet de relier deux énoncés
mathématiques pour faire un nouvel énoncé :

V=1=0=2"

Les deux énoncés internes sont clairement faux, mais ce nouvel énoncé est vrai : si 0 = 1, alors
0=04+0=1+1=2.

Le symbole —, lui, permet de construire une formule a partir de deux formules. Par exemple, X AY
et ZV X sont des formules, donc (X AY) — (Z V X) est une formule. Notons qu’aucune des deux
sous-formule n’est systématiquement vraie, ni systématiquement fausse, mais la nouvelle formule est
une tautologie : toute valuation qui satisfait X AY satisfait Z vV X. Ainsi, la phrase suivante est un
énoncé mathématique :

“XANY)— (ZVX) est une tautologie.”

Enfin, le symbole |= permet de lier le monde des formules et celui des énoncés : il prend deux
formules ¢ et v, et fabrique 1’énoncé mathématique “¢ |= 1”. Nous avons étendu son utilisation
pour pouvoir utiliser un ensemble (éventuellement vide) de formules a gauche.

Voyons un exemple d’utilisation des trois symboles a la fois :

Vo, € Foo EY =F o — 1

Cet énoncé se lit : “Si phi a comme conséquence psi, alors (phi implique psi) est une tautologie”.

Soient ¢, 1 deux formules quelconques. Déterminer les énoncés mathématiques correctement écrits
(mais pas forcément vrais) parmi les suivants :

Lo D.
2. o=
3 ook oV 6. o=@ FE)

4L (Fon(EY) = (Fery) T.V0eFp =0k L=y A0

1. En faisant un tres gros raccourci : il existe des énoncés indécidables...
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Exercice 7.

Soient p, ¥, ¢’ Y € F telles que ¢ = ¢’ et ¢ = ¢)'. Montrez qu’alors :

1. —p=-¢
2. o AN = AN
3. oV =g Vi

Equivalence logique

Exercice 8. Simplication
Simplifiez la fonction C suivante :
void f(bool x, bool y, bool z, bool t){
i (x| ly) & (x| )
if (z){
printf (" Oui”);
}oelse {
printf ("Non”);
}
} else {
i (2 &be ) || (6 &b 2)]
printf (”Oui”);
}oelse {
if (z || x){
printf (" Oui”);
} else {
printf ("Non”);
}
}
}
}
Exercice 9. Horloge
On considere une horloge numérique, et on s’intéresse au fonctionnement
d’une des zones d’affichage de chiffres. Cette zone est constituée de 7 seg- A
ments numérotés de A a G, chacun pouvant étre allumé ou non, ce qui _—
permet d’afficher tous les chiffres entre 0 et 9. F B
On considere les fonctions fq, ..., fo telles que chaque f; prend en entrée G
4 bits x3, 9,1, xo représentant un nombre x € [0,9] en binaire, et ren- —
voie un bit indiquant si le segment ¢ doit s’allumer. Si les bits donnés ne g I I C
représentent pas un nombre entre 0 et 9, le comportement n’est pas spécifié. D
o

On considerera que le 1 est dessiné a droite, sur les segments B et C.

Q1. Donner une formule adéquate pour f4 sous FNC.

Q2. Idem avec fg.




Exercice 10. Complétude fonctionnelle

Un ensemble F' de connecteurs logiques est dit complet si toute fonction booléenne peut s’écrire
en utilisant uniquement des éléments de F. Par exemple, 'ensemble {A, =, V} est complet, car toute
fonction booléenne peut se mettre sous une forme normale conjective, qui n’utilise que ces trois
opérateurs.

Q1. Montrez que C; = {A,~} et Cy = {V,—} sont des ensembles complets. Pour cela, donnez
deux fonctions inductives T7,T, : F — F qui transforment une formule quelconque en une
formule n’utilisant que des opérateurs de C (pour 77) ou de Cy (pour T3).

Q2. Donnez la table de vérité de — et montrez que C3 = {—, =} et Cy = {—, L} sont complets
en exprimant les opérateurs d'un ensemble complet de votre choix en fonction des opérateurs
de 03 et 04.

On introduit 'opérateur de Sheffer, noté |, et souvent appelé “non-et”, ou NAND, dont la table
de vérité est la suivante :

r ylzly
0 0|1
0 1|1
1 01
1 1|0

Q3. Montrez que {|} est complet.

Les ordinateurs sont d’immenses circuits logiques, construits avec des portes logiques. La propriété
de complétude du NAND fait qu’il est techniquement possible de construire n’importe quel circuit
logique (et donc un ordinateur) exclusivement a base de portes NAND, ce qui évite d’avoir ¢ ma-
nufacturer différents types de composants. En pratique, les ordinateurs commerciaur modernes sont
constitués de différents composants logiques (dont les portes NAND), mais certains vieuzr ordinateurs
comme les ordinateurs de bord des premiéres missions lunaires APOLLQO, étaient faits exclusivement
en portes NOR (non-ou) a trois entrées[|!

Exercice 11. Algorithme de Quine

Q1. Utiliser l'algorithme de Quine en prenant les variables dans l'ordre alphabétique, et en
testant toujours de remplacer les variables par L d’abord et par T ensuite, pour déterminer
une valuation satisfaisant la formule suivante (en tragant 1’arbre d’appel) :

(YAW)VX)ANXVZVW)AN(ZVIVV-=X)

Q2. On considere 'algorithme de Quine spécialisé aux formules sous FNC. Dans la version
donnée en cours, on considere a chaque étape une variable quelconque, et on teste systématiquement
de la remplacer par L d’abord et par T ensuite. Donner une famille de formules (¢, ),en avec
©n de taille ©(n), telle que cette stratégie est tres efficace (et donner la complexité dans ce cas
précis), puis une famille de formules (¢, )nen avec 1, de taille ©(n), telle que cette stratégie
est tres inefficace.

Q3. En considérant toujours la spécialisation aux formule sous FNC, proposer des stratégies de
choix (sur la variable a choisir & chaque étape, et sur la valeur a tester en premier), et discutez
de leur efficacité.

Q4. Comment modifier I'algorithme de Quine pour qu’il ne renvoie pas une valuation mais la
liste de toutes les valuations satisfaisant la formule d’entrée ?

2. en.wikipedia.org/wiki/Apollo_Guidance_Computer#Logic_hardware


https://en.wikipedia.org/wiki/Apollo_Guidance_Computer#Logic_hardware

Exercice 12. Informatique CCP 2008

Les jeux virtuels sur ordinateur font souvent appel a des énigmes logiques régies par le calcul des
propositions. Vous participez actuellement a une partie dont les regles sont les suivantes :
Les propositions composant une énigme sont alternativement vraies et fausses, c¢’est-a-dire que :

— soit les propositions de numéro pair sont vraies et les propositions de numéro impair fausses;
— soit les propositions de numéro pair sont fausses et les propositions de numéro impair vraies.

Dans un labyrinthe, vous vous retrouvez bloqué dans une salle face a une porte sur laquelle se
trouvent deux interrupteurs étiquetés A et B en position ouverte. Sur un seuil figure I'inscription
suivante :

Pour ouvrir la porte :

— P1: 1l faut fermer 'interrupteur A.
— P2 : 1l faut fermer simultanément les interrupteurs A et B.
— P3 : Il ne faut pas fermer l'interrupteur B.

Attention, en cas d’erreur la salle s’auto-détruira...

Q1. Exprimer P1, P2 et P3 sous la forme de formules des propositions dépendant de variables
A et de B, chacune indiquant s’il faut fermer l'interrupteur en question.

Q2. Exprimer la regle du jeu sous la forme d’une formule dépendant des formules P1, P2 et P3

Q3. En simplifiant la formule de la question précédente, déterminer I'action a effectuer pour
ouvrir la porte.

Exercice 13. Professeur Layton et l’E’tmnge Village - E’nigme 71

HINT S 0HE]

Le Zouave a encore frappé! Il a mangé les sau-
cisses du boucher. Voici ce que les quatre suspects
(Fig. [1) ont a dire pour leur défense :

A : “C’est B qui a mangé les saucisses !”
B : “D les a toutes mangées!”

C : “Je ne les ai pas mangées!”

D : “B est un sale menteur!”

Seul un de ces chenapans dit la vérité, ce
qui implique que les autres sont des menteurs.
Modélisez la situation avec des variables propo-
sitionnelles et des formules adéquates, puis en uti-
lisant les regles de simplification ou les tables de

vérité, déterminez qui est le Zouave. F1GURE 1 — Les quatre suspects de I'affaire




Exercice 14. Informatique CCINP 2017

Vous vous retrouvez dans un pays aux coutumes étranges : lorsque plusieurs personnes participent
a une meéme conversation sur un sujet donné, elles vont toutes avoir le méme comportement ma-
nichéen tant que la conversation reste sur le méme sujet, c’est-a-dire que toutes les affirmations
seront soit des vérités, soit des mensonges. Par contre, si le sujet de la conversation change, la nature
des affirmations, soit mensonge, soit vérité, peut changer, mais toutes les affirmations seront de la
méme nature tant que le sujet ne changera pas a nouveau. Pour étre autorisé a séjourner dans ce
pays, vous devez respecter cette regle. Vous participez a une conversation avec trois habitants que
nous appellerons X, Y et Z. Ceux-ci vous indiquent comment rejoindre leur capitale. Si vous n’arrivez
pas a le rejoindre, vous ne serez pas autorisé a y séjourner. Le premier sujet abordé est la région dans
laquelle se trouve la capitale :

X indique : “La capitale se trouve dans la vallée” ;
Z réplique : “Non, elle ne s’y trouve pas” ;
X reprend : “Ou alors dans les collines”.

Nous noterons V et C' les variables propositionnelles associées a la région dans laquelle se trouve
la capitale. Nous noterons X; et Z; les formules propositionnelles correspondant aux affirmations de
X et de Z sur le premier sujet. Puis, le second sujet est abordé : le chemin qui permet de rejoindre
la capitale dans la région concernée.

X dit : “Le chemin de gauche conduit a la capitale” ;

Z répond : : “Tu as raison” ;

X complete : “Le chemin de droite y conduit aussi”;

Y affirme : “Si le chemin du milieu y conduit, alors celui de droite n’y conduit pas” ;
Z indique : “Celui du milieu n’y conduit pas”.

Nous noterons G, M, D les variables propositionnelles correspondant respectivement au fait que
le chemin de gauche, du milieu et de droite, conduit a la capitale. Nous noterons Xy, Y5 et Z5 les
formules propositionnelles correspondant aux affirmations de X, de Y et de Z sur le second sujet.

Q1. Représenter les informations données par les participants sous la forme de deux formules
du calcul des propositions X; et Z; dépendant des variables V' et C.

Q2. Représenter le comportement manichéen des interlocuteurs dans le premier sujet abordé
sous la forme d’une formule du calcul des propositions dépendant des formules propositionnelles
X1 et Zl-

Q3. Simplifier la formule de la question 2 afin de déterminer dans quelle région vous devez vous
rendre pour rejoindre la capitale.

Q4. Représenter le comportement manichéen des interlocuteurs dans le second sujet abordé

sous la forme d’une formule du calcul des propositions dépendant des formules propositionnelles
XQ, Y2 et ZQ.

Q5. Représenter les informations données par les participants sous la forme de trois formules
du calcul des propositions X, Y5 et Z5 dépendant des variables G, M et D.

Q6. En utilisant la résolution avec les tables de vérité en calcul des propositions, déterminer
quel chemin vous devez suivre pour rejoindre la capitale.

Q7. En admettant que les trois participants aient menti, pouviez-vous prendre d’autres che-
mins ? Si oui, le ou lesquels?



