TD11: Logique

Correction

MP2I Lycée Pierre de Fermat

Exercice 4. Forme normale disjonctive

Question 1. La table de vérité explicite est :

Xo X1 Xpo
0 0 0 1
1 0 0 1
0 1 0 1
1 1 0 1
0 0 1 1
1 0 1 0
0 1 1 1
1 1 1 1
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T51 =0 :la ligne 5 est celle dont les trois premieres valeurs sont 101.
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T35 =0 : la ligne 3 commence par 110 (le chiffre des unités est a gauche).
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T33 =1 :laligne 3 a 1 pour valeur de ¢.

l5,1 = =X, car la ligne 5 a un 0 en colonne 1.
l30 =~ Xo.

o3 est la valuation Xy — 1, X7 — 1, X5 — 0.
o7 est la valuation constante égale a 1.
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uestion 2. Les valuations (0;);er02n—17 couvrent les 2" possibilités. On peut méme expliciter
H b ]]
I'indice ¢ vérifiant o; = o, il suffit de prendre

par définition, o; est la valuation qui a chaque X; associe le j-eme bit de ¢, c’est a dire o(X;).
Dou g, = 0.
Question 3. [l;;]7 =1 si et seulement si I'une des deux conditions suivantes est vérifiée :
1 l'i,j = Xj et O'i(Xj) =1
2. li7j = _\Xj et UZ‘(XJ') =0
Or, l;; = X si et seulement si ¢ admet un 1 en j-eéme bit, si et seulement si 0;(X;) = 1. Donc,

peu importe si 0;(X;) vaut 0 ou 1, 'une des conditions ci-dessus est forcément vérifiée, et donc

[l = 1.



Question 4. [C;]7" = 1 si et seulement si [[; ;] = 1 pour tout j € [0,n — 1], car C; est une
clause conjonctive. Or, c’est vrai d’apres la question précédente.

Question 5. Soient i,i" € [0,2" — 1] tels que i # ¢'. Alors, il existe une position j € [0,n — 1]
telle que 7 et i’ n’ont pas le méme chiffre a la j-éme position en binaire. Sans perte de généralité,
supposons que i admet un 1 et ¢ un 0. Alors, [;; = X; mais o4(X;) = 0, donc [I; ;]7 = 0,
donc [C;]7" =0

Question 6. Soit o une valuation, et soit 7 € [0,2" — 1] tel que o = 0.
Si o satisfait ¢, alors o; satisfait ¢ donc 7 € I. Alors, C; est une des clauses apparaissant dans
1, mais on sait que o; satisfait C;, d’ou o; satisfait 1.
Inversement, si o ne satisfait pas ¢, alors ¢ &€ I. D’apres la Q5, cela signifie que pour tout ¢’ € I,
[Cy]% = 0, donc [¢]7 = 0.
Finalement, ¢ = 1.

Exercice 10. Complétude fonctionnelle

Question 1. Pour C : On sait, d’apres les lois de De Morgan, que pour ¢, 1 deux formules,
@ V 1 est équivalente a —(—p A —1)). Cette équivalence permet de retirer les V d’une formule.
On peut donc définir 77 inductivement comme suit :

— T1(X) = X pour X une variable

— T(L)=LetTi(T)=T[]

— Ti(pAv) =Ti(p) ANTi(¥) pour ¢, ¢ € F

— Ti(e V) = ~(=Ti(p) A -Th(¢)) pour 9 € F
— Ti(=p) = ~Ti(p) pour p € F

On peut montrer par induction structurelle sur les formules que T} () = ¢ pour toute formule
©:
— Pour o = X, L, T : Ti(p) = .

— Pour ¢ = @1 Apg avec o1, 02 € F : Ti(p) = T1(p1) AT (p2), or T1(¢1) = @1 et T1(p2) = o
par HI, donc T (1) A Ti(p2) = @1 A o.

— Pour ¢ = =) : analogue

— Pour ¢ = 1 V g avec 1,9 € F :

Ti(p) = —~(=Ti(p1) A=Ti(p2))
= (21 A ) par HI
= —(p1 V p2)par De Morgan
= (o1 V) =

D’ou Vo € F,Ti(p) = ¢ par principe d’induction structurelle.
Pour C5 : méme principe avec 'autre loi de De Morgan.

Question 2. Pour (5 : I'idée est de se ramener a Cy. Table de vérité de — :

X Y| XY
0 0|1
0 1|1
1 010
1 1|1

1. Si Pon veut vraiment utiliser seulement les deux connecteurs et rien d’autre, on peut aussi prendre T3(L) =
X A =X avec X une variable arbitraire, et T4 (T) = =T (L). .



On sait aussi que pour ¢, deux formules, ¢ — ¥ = —¢ V ¥. On peut donc reconstruire
I'opérateur V, en remarquant qu’a l'inverse, on a ¢ Vi) = (@) — 1. D’apres la question 1, Cy
étant complet, toute formule ¢ est équivalente a une formule v n’utilisant que Vet—, et d’apres
la remarque précédente, cette formule 1 est équivalente a une formule 6 n’utilisant que — et ./

Pour Cj : On remarque que —¢ = ¢ — 1. Donc, toute formule ¢ est équivalente a une formule
1 n’utilisant que — et — d’apres la question précédente, et I'on peut transformer ¢ en une
formule équivalente n’utilisant que — et — avec la remarque ci-dessus.

Question 3. Il suffit de voir que I'on peut recréer les deux opérateurs — et A avec | (et on
conclut en disant que C; est complet :

— o=l
— o Np=-(p|Y)



