Programme de colle n°6 MP2I

Rappels et compléments sur les fonctions &
Applications (début)

Questions de cours

Soit A un sous groupe additif de R non réduit a {0}. On note A, = ANRY.
Montrer que A n’est pas vide. Justifier que A4 admet une borne inférieure dans R?
On note a = Inf(A4).
Montrer que si a > 0 alors A = a Z.

Soit A un sous groupe additif de R non réduit a {0}. On note A, = ANRY.
Montrer que A n’est pas vide. Justifier que A admet une borne inférieure dans IR?
On note a = Inf(A4).
Montrer que si a = 0 alors A est dense dans R.

Théoréme de la bijection - A énoncer seulement

Soit I C R un intervalle. Soit f : I — R une fonction.
On suppose que

e f continue sur [
e f strictement monotone sur [
Alors

e Pour tout y € f(I), 'équation f(x) = y admet une unique solution i.e. f réalise (ou induit) une
bijection de I sur | = f(I).

e La bijection réciproque f~! est continue et de méme monotonie que f.

Décrire | en fonction de la monotonie de f et de la forme de l'intervalle I.
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Dérivée de la réciproque - A énoncer seulement
Soit I, ] C R deux intervalles. Soit f : I — | telle que

* f est une fonction bijective

* f est dérivable sur I

* f' ne s’annule pas sur [
alors

o f~1estdérivable sur | = f(I)

/ 1

o S Frof T
Si pour un x € I, f'(x) = 0, f~! n’est pas dérivable en f(x) et la courbe représentative de f~! admet
en f(x) une demi-tangente verticale.

Définition 5 A énoncer

Donner les définitions, les dérivées et les graphes des fonctions ch,sh,th ainsi que
arccos, arcsin, arctan.

Proposition 6 . oo
TCC, a énoncer et a démontrer

. e
(i — ——— +oo.

x% x—+oo
(i) |x|*ePr ——— 0t
X—>—00

o

(iii) 0+,

xﬁ X—>+00

(iv) xP |[Inx|* —— 0*.
x—0+F

Proposition 7 ) L )
A énoncer et a démontrer (la démo ne portera que sur exp ou sur In)

D VxeR, expx>x+1

x exp x

(ii) expx ——— +oc0  expx >0 400 xexpx —— 0.

xX—> 400 X—>—00 X xX—> 400 X—>—00
(i) Vx> -1, In(1+x) < x.
Inx In(1+h
@iv) lnx—>+oo;lnx—>—oo;n——>0+;xlnx 0—; LRl 1.
X—>400 x—0+ X  x—oo x—0+ h h—s0
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Proposition 8 . o .
Image directe - Donner la définition et démontrer 2 points

Définition : soit f : E — F et A C E. On appelle image directe de A par f

f(A)={f(x)xe A} CF
Siy eF,
yef(A)<=3Jxec A y=f(x)
Premieéres propriétés : soient A, A’ € P(E).
(i) AcC A= f(A) C f(A") (Réciproque fausse)
Gi) F(AUA') = f(A)U f(A)
(i) f(ANA") C f(A)N f(A’) égalité fausse en général.

Proposition 9 L. P , .
Image réciproque - Donner la définition et démontrer 2 points

Définition : soit f : E — F, B C F. On appelle image réciproque de B par f
f~Y(B) ={x € E| f(x) € B} C E.
SixeE,xe fC)(B) < f(x) € B.
Premiéres propriétés : soient B, B’ € P(F).
i) BCB = f1(B) c fY(B)

(i) f~'(BUB') = fY(B)Uf (B

i) f~'(BNB')=f"'(B)nf (B

Gv) 1 (B) = f7H(B)C

Points du programme officiel abordés

Rappels et compléments sur les fonctions

Le point de vue adopté dans cette section est pratique : il s’agit, en prenant appui sur les acquis du lycée, de
mettre en oeuvre les techniques de base de I'analyse. La mise en place rigoureuse des notions abordées fait I’objet de
sections ultérieures.

Les objectifs de formation sont les suivants :
e 'introduction de fonctions pour établir des inégalités et résoudre des problemes d’optimisation,
* la manipulation des fonctions classiques dont le corpus est étendu,

e le calcul de dérivées.

CONTENUS CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Généralités sur les fonctions

Ensemble de définition.

Représentation graphique d'une fonction f a va-  Les étudiants doivent savoir déduire de la repré-

leurs réelles. sentation graphique de f celles de fonctions ob-
tenues par des transformations simples, comme
x = f(x+a)oux— f(ax).
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CONTENUS
Parité, imparité, périodicité.
Somme, produit, composée.

Monotonie (large et stricte).
Fonctions majorées, minorées, bornées.

CaraciTEs & COMMENTAIRES

Interprétation géométrique de ces propriétés. Uti-
lisation pour la réduction du domaine d’étude.

Traduction géométrique de ces propriétés.
La fonction f est bornée si et seulement si |f| est
majorée.

b) Dérivation

Dérivée d’une fonction.

Dérivée d'une combinaison linéaire, d'un produit,
d’un quotient, d"une composée.

Caractérisation des fonctions constantes,
(dé)croissantes, strictement (dé)croissantes,
parmi les fonctions dérivables sur un intervalle.
Tableau de variations. Etude pratique d’une fonc-
tion. Tracé du graphe.

Représentation graphique et dérivée d"une fonc-
tion réciproque.

Fonction de classe C.

Dérivées d’ordre supérieur.

Notations f’(x), % (f(x)).

Ces résultats sont rappelés, avec la définition de
la dérivée et 'équation de la tangente; ils ne sont
pas démontrés a ce stade.

Exemples simples de calculs de dérivées partielles.
Résultats admis a ce stade.

Application : recherche d’extremums, démonstra-
tion d’inégalités.

La formule donnant la dérivée est admise, mais
on en donne l'interprétation géométrique.

c) Fonctions usuelles

Fonctions exponentielle, logarithme népérien,
puissances.

Relations (xy)* = x*y*, x**F = x*xf, (x*)f =
xP.

Croissances comparées des fonctions logarithme,
puissances et exponentielle.

Inégalités exp(x) > 1+ x, In(1 + x) < x.
Fonctions circulaires réciproques Arcsin, Arccos,
Arctan.

Fonctions hyperboliques sh, ch, th.

Dérivée, variations, représentation graphique.
Les fonctions puissances sont définies sur R* et
prolongées en 0 le cas échéant. Seules les fonctions
puissances entiéres sont en outre définies sur R* .
Logarithme décimal, logarithme en base 2.

Dérivée, variations, représentation graphique.

Dérivée, variations, représentation graphique.
Les fonctions hyperboliques réciproques sont

hors programme. La seule formule exigible est
ch?(x) — sh?(x) = 1.
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Applications

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

c) Applications

Application d'un ensemble dans un ensemble.
Graphe d’une application.

Famille d’éléments d’un ensemble.

Fonction indicatrice d"une partie d'un ensemble.

Restriction et prolongement.
Image directe.
Image réciproque.

Le point de vue est intuitif : une application de
E dans F associe a tout élément de E un unique
élément de F.

Le programme ne distingue pas les notions de
fonction et d’application.

Notations F(E, F) et FE.

Notation 1 4.

Notation f|4.

Notation f(A).

Notation f~1(B). Cette notation pouvant préter a
confusion, on peut provisoirement en utiliser une
autre.
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