Programme de colle n°7 MP2I

Applications et relations & Quelques
techniques de calculs de primitives

Questions de cours

Soient E et F deux ensembles, f € FE. Montrer que

pour tout B € P(F), f (f"}(B)) = B si et seulement si f surjective.

Soient E et F deux ensembles, f € FE. Montrer que

pour tout A C E, A= f~1(f(A)) si et seulement si f injective.

Définition 3 . . L
Facteurs irréductibles - i énoncer seulement

* Les facteurs irréductibles sur C[X] sont les polynémes du types X — A avec A € C.
* Les facteurs irréductibles sur R[X]| sont les polyndomes du types :

— X —Aavec A € R,

— X2+ aX+baveca,b € R, issus du regroupement de deux racines non réelles conjuguées,
ils ont forcément un discriminant strictement négatif.

e U e & Primitive - Théoreme fondamental de 'analyse - 4 énoncer seulement

* Définition : soit f et F deux fonctions définies sur un intervalle I. On dit que F est une primitive
de f sur I lorsque

— F est dérivable sur I,
— F' =f.

e Théoreme : soit I un intervalle de R et f continue sur I, a € I. Alors

I — K

X /axf(t)dt

est I'unique primitive de f qui s’annule en 4.
Par ailleurs, pour a,b € I,

b

b
/Qf(t)dt: [F(t)] = F@®) - Fla).

a
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Théoréme 5 PR S S s
_ Intégration par parties - a énoncer et a démontrer

Si u et v sont de classe C! sur un intervalle I, alors

/m/:uv—/u’v.

Siabel,
b b
/ u(t)o/ (1) dt = [u(t)o(t)]” - / W (£)o(t) dt.
a a
Changement de variables - a énoncer et a démontrer

Si f est continue sur I et ¢ : ] — I est de classe C! sur ], on peut faire le changement de variable
x=g(t):

[ flo@)e'ydt = [ fx)ax.
Siabe],

b ()
[ flo®e@dt= [7 7 fx)ax

Proposition 7 .
Regles de Bioche - a énoncer

Si « f(x)dx » est invariant par
® X +— —X,onposet=cosx,
® x+— 7T — X, 0on pose t = sinx,
® X+ 7T+ Xx,0nposet=tanx,

* sinon, on pose t = tan 3.

1
Déterminer les primitives de / ——dxsurI=]—m, [
2 +sinx

& APRES LA QUESTION DE COURS, ET AVANT DE PASSER AUX EXERCICES, TOUS LES ELEVES DEVRONT AVOIR
UNE FRACTION RATIONNELLE A DECOMPOSER EN ELEMENTS SIMPLES ET UN CALCUL DE PRIMITIVE /INTE-
GRALE.
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Points du programme officiel abordés

Applications et relations

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

c) Applications et relations

Application d’un ensemble dans un ensemble.
Graphe d’une application.

Famille d’éléments d’un ensemble.

Fonction indicatrice d"une partie d"un ensemble.
Restriction et prolongement.

Image directe.

Image réciproque.

Composition.

Injection, surjection. Composée de deux injections,
de deux surjections.

Bijection, réciproque. Composée de deux bijec-
tions, réciproque de la composée.

Relation binaire sur un ensemble.

Relation d’équivalence, classes d’équivalence.

Relation d’ordre. Ordre partiel, total.

Le point de vue est intuitif : une application de
E dans F associe a tout élément de E un unique
élément de F.

Le programme ne distingue pas les notions de
fonction et d’application.

Notations F(E, F) et FE.

Notation 1 4.

Notation f| 4.

Notation f(A).

Notation f~1(B). Cette notation pouvant préter a
confusion, on peut provisoirement en utiliser une
autre.

Notation f~!. Compatibilité de cette notation avec
celle de I'image réciproque.

La notion d’ensemble quotient est hors pro-
gramme.

Les classes d’équivalence forment une partition
de I’ensemble sous-jacent.

Congruences dans R, dans Z. Notation a = b [c].

Quelques techniques de calculs de primitives

Pour les applications pratiques, on ne demande pas de rappeler les hypothéses de régularité.

CONTENUS

CAPACITES & COMMENTAIRES

a) Calcul de primitives

Primitives d’une fonction définie sur un intervalle
a valeurs complexes. Lien entre intégrales et pri-
mitives.

Description de 1'ensemble des primitives d"une
fonction sur un intervalle connaissant l'une
d’entre elles.

On rappelle sans démonstration que, pour une

X
fonction continue f, x — / f(t) dt a pour dérivée
xo

f.

X
On pourra noter /

f(f)dt une primitive géné-

rique de f.
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CONTENUS

Calcul des primitives, application au calcul d’inté-
grales.

Primitives des fonctions exponentielle, logarithme,
puissances, trigonométriques et hyperboliques, et

, X .
1+x2 V1—a2

Intégration par parties, changement de variable.

des fonctions x —

CaraciTEs & COMMENTAIRES

Primitives de x — e** pour A € C, application aux

primitives de x — e cos(bx) et x — e™ sin(bx).

Les étudiants doivent savoir calculer les primi-
1

——F— et
. cax?+bx+c
reconnaitre les dérivées de fonctions composées.

tives de fonctions du type x +—

Pour les applications pratiques, on ne demande
pas de rappeler les hypothéses de régularité.
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