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TD E3 — Circuits du deuxieme ordre

Exercice 1 — Résolution d’équation différentielles

1. L’équation différentielle canonique associée a un OH s’écrit :

d2
e +w§x = 0.

dt?

2. 2.a. L’équation a un second membre nul : la solution générale de I’équation homogene
est la solution générale, soit

x(t) = Acos(wot) + B sin(wot),

ol A et B sont des constantes.
Avec les C.1., on a

I(t:(D sﬁ"AC:IxO

et
d_:)s
dt

On a donc finalement

d
= — Awg sin(wot) + Bwg cos(wpt),  soit d—i_l;(t =0) = Buwy = 0.

x(t) = xo cos(wot).

2.b. En procédant de la méme maniére, on trouve

Yo .
t) = — t).
x(t) o sin(wot)

2.c. De méme

z(t) = xg cos(wot) + o sin(wot).
Wo

3. Cette fois, I’équation différentielle posséde un second membre non nul :

d*z
— +wir = Wi Xo.

dt?

La solution générale de I’équation homogéne est la méme que précédemment. La solution
particuliere X, convient. La solution générale est

x(t) = Acos(wot) + B sin(wet) + Xo,

ol A et B sont des constantes.
Avec les C.I. on obtient les solutions suivantes.
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TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

3.a
z(t) = (xg — Xo) cos(wot) + Xo.
3.b.
x(t) = —Xo cos(wot) + o sin(wot) + Xo.
Wo
3.c

z(t) = (vo — Xo) cos(wot) + ) sin(wot) + Xo.
Wo

Exercice 2 — Oscillations et facteur de qualité

1. On a

20 2L
= —— = — = T

et

[ 1 1 R »

2. Dans le casou () > 1, on a

1
@<< 1, dou Q=~wy soit

La pseudo-période est trés proche de la période propre.

3. On cherche la durée Ty telle que uc(T5%) = 0,05uc(0), ce qui revient a e~ 75%/7 = 0,05.
On obtient

2
Too = 71020 = 2% 1n20.
Wo

4. Le nombre N d’oscillation s’obtient en calculant le nombre de pseudo-périodes visibles
pendant T5y, soit N = Ty /T. Avec T = Tj car le facteur de qualité est élevé, on a

In 20 N

Nme— ~¢

car In20 =~ 3 ~ .

Le nombre d’oscillations visibles pendant le régime transitoire est de ’ordre
du facteur de qualité. Cette propriété du régime transitoire d’un oscillateur amorti
permet d’estimer expérimentalement le facteur de qualité.
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TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

Exercice 3 — Caractéristiques de signaux sinusoidaux

1. e Lesignal s1(t) est déja écrit sous la forme, d’ou, par identification et avec T' = 27 /w
et w=2nf,

|A=15, T=002s, f=50Hz et ¢=05rad|

e On se raméne & la forme canonique :
s2(t) = 5sin (7,854 x 10° 4 7 — 7} = 505 (7,854 x 10°% = ) .

Par identification, on obtient

A=5 T=08ps, f=125MHz et :—g.

e De méme que précédemment pour sg(t) :

3
A=2, T:wmm,f:mHza;@:—f.

e On suit la recommandation de ’énoncé et on met /152 + 52 en facteur :

s4(t) = V152 + 52 ( cos(2007t) — sin(2007rt)> :

15
152 + 52

On reconnait une forme cos acosb — sinasinb = cos(a + b), d’ou

152 4 52

5
s4(t) = V152 + 52 cos(2007t + ), avec tanyp = =3

Finalement :

1
A=+V152+52 T =1ms, f=1kHz et gpzarctan§.

2. On cherche la phase initiale ¢ telle que

T\ (T )4
84 = COS T 1 (,0—2

ds (T __A27TS. 27T><T+ -0
a\a) - A\ YTy ‘

La premiére condition équivaut a cos(mw/2 + ¢) = 1/2, soit ¢ = —57/6 ou ¢ = —7/6. La
deuxiéme condition permet d’exclure la deuxiéme solution, d’ou finalement

et

_om
QO_ 4'
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TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

Exercice 4 — Connexion d'une bobine a un circuit RC paralléele

1. En ¢t =07, le circuit est équivalent a celui représenté ci-dessous.

414
o

7
>

it } . o

2l

| I

On reconnait un pont diviseur de tension entre deux résistances égales, d’ot u(t = 07) =
E /2. La tension aux bornes du condensateur est continue, d’ou

wt=0")=ult=0")=—.

2. En régime permanent, c’est-a-dire quand ¢ — oo, le circuit se raméne a celui représenté
ci-dessous.

\ &SR

R

2

it { . .

Le condensateur est court-circuité par la bobine en régime permanent, d’ot

limu(t) = 0.

t—o00

3. On reprend le circuit en ¢ = 0~ : 'interrupteur est ouvert, I'intensité i; du courant qui
traverse la bobine est nulle. Celle-ci est continue, donc elle reste nulle en t = 0.

En t = 0", le circuit devient :

| 2N

R UR
Z‘L R ul—_—C
E T L ) Yic

R

On sait que u(t = 07) = E/2, d’ou d’aprés la loi d’Ohm pour la résistance de droite,
Ip = %. Par la loi des mailles, la tension aux bornes de la résistance de gauche vaut
up(t = 0%) = E/2, dout d’aprés la loi d’Ohm, i(t = 0") = &

2R"
Toujours en t = 0%, la loi des neeuds s’écrit i(t = 07) = ig(t =01) +ir(t =07) +ic(t =
01), soit ic(t = 07) = 0. Avec la loi de comportement du condensateur, on obtient
finalement
du
—({t=0")=0.
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TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

4. Pour t > 0, le circuit est le suivant.

La loi des mailles s’écrit F' = Ri+wu et avec la loi des nceuds, on a F = R(ig+ic+ig)+u.
Avec les lois de comportement, on obtient

u du . du .
E—R(E—FCE—FZL)+U—RCE+2UJ—|‘RZL

On dérive pour utiliser la loi de comportement de la bobine

d?u du di, d%u du R
Y TR L LA Yo Ll Lo
0 RCdt2 + T + R & Rcdt2 + T + Lu

La forme canonique s’obtient en divisant par LC, soit :

1 R |C
wiu=0, avec wy=-— et Q= —1/—.

VLC

Pu  wodu
ez T Q dt

5. Pour observer un régime pseudo-périodique, on doit avoir @ > 1/2, soit

L
R>V5'

6. On proceéde par élimination :

e la courbe 4 ne convient pas car elle ne vérifie pas le comportement asymptotique
tlim u(t) = 0 : aux temps long la courbe tend verd F;
—00

e la courbe 3 ne vérifie pas la condition initiale u(t = 0%) = E/2 : elle vaut E en
t=20;

e la courbe 1 ne vérifie pas l'autre condition initiale %(t = 0") = 0 car la tangente &
la courbe en ¢t = 0 n’est pas horizontale ;

e la courbe 2 convient : elle respecte les C.I. et le comportement asymptotique
déterminés précédemment.

2R’ t—00

(£)-

7. Sans calcul, on ne peut qu’utiliser les conditions i(t = 0%) = &, limi(t) = £ et le fait
u

que i(t) doit présenter le méme nombre d’oscillations que
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TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

0.60 -

0.55 A

0.50 1

0.45 A

i(t) (mA)

0.40 A

0.35 A

0.30 A1

0.25 A

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
t (ms)

Pour étre plus précis, on peut remarquer que i(t) = (E — u(t))/R.

8. Le régime transitoire présente quelques oscillations (~ 3), ce qui permet d’estimer le
facteur de qualité : () = 3. On a donc wy = €2, ou € est la pseudo-pulsation. Par lecture
graphique, la pseudo-période vaut T' ~ 1,4ms. Or

~ £
Am2C”
AN.: L~0A49H.

La valeur prise pour tracer la courbe est 0,47mH.

9. Le second membre est nul, la solution générale est de la forme

. w 1
u(t) = e " (Acos(Q) + Bsin(Qt)), avec u= % et Q=wy/1— 07
et ou A et B sont tels que
E
u(tzo)sj°AC:IE
et
du . , . du
il ((—Ap + BQ) cos(2t) — (B + AQ) sin(2t)), d’on E(t =0) = —Ap+BQ =
Finalement,
E 1
u(t) = Ee_m(cos(Qt) + %sin(Qt)) avec = ;—5 et Q=wy/1— 107
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TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

Exercice 5 — Pont de Wien en régime transitoire

1. Ent = 07, le condensateur C' est déchargé, d’on u(t = 07) = 0. La tension aux bornes
du condensateur est continue, d’ou

1 |

L’intensité du courant dans le circuit est nulle, soit par loi d’Ohm dans la résistance de
droite

limu(t) = 0.

t—o00

2. Pour t > 0, le circuit devient :

R iﬁ
=
ucl__ o4 ——C R u(t)
Yic

On dérive la loi des mailles ue +ug + v = 0 pour faire apparaitre la loi de comportement
du condensateur C” :

duc  dugp  du ) die  du
E—f—gﬁ—a—o & 6+R&+E—O.

Avec la loi des noeuds @ = ig + i , on obtient

iR ic diR dic du_
E+5+RE+RE+E—O,

d’ou en utilisant les lois de comportement de la résistance et du condensateur C'

U du du d?u du

En divisant par RC', on obtient le résultat attendu

v 3du  wu
W+FE+§:O’ avec T = RC.

En écrivant ’équation sous la forme canonique, on obtient la pulsation propre wy = R_lC

et le facteur de qualité

1
Q=73
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TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

3. On a u(t = 07) = 0, d’ou ig(t = 07) = 0 par loi d’Ohm : la loi des noeuds donne
i(t =07) =ic(t = 01). Par ailleurs, la tension aux bornes du condensateur est continue
donc ug(t = 0%) = —Up. En t = 07, la loi des mailles s’écrit donc —Uy + Ri(t = 01) = 0,
dott ic(t = 0%) = i(t = 07) = Up/R. Avec la loi de comportement du condensateur C,
on en déduit finalement

du + Uo
dt (t=07) = T

On résout donc, pour t > 0, le probléme de Cauchy suivant :

d2u+3du+ Uy
ez rdt 2 7
du Uo
t=0") =0, —(t=0")=—.
w(t=07)=0, =07 ="
Avec @ = 1/3 < 1/2, le régime transitoire est apériodique. Les racines du polynéme

caractéristiques r% + 3r/7 + 1/7% sont

~ -3+6
a or

La solution générale est de la forme

T+

u(t) = Ae”t + Be' t.

En utilisant les conditions initiales, on obtient finalement
0 Us 3t /5t /5t 20, 3 /5t
u(t) = —=exp | —— exp| — | —exp | —— =—exp|——=—|sinh | — | .
V5 P\ o7 Pl %7 P 27 V5 P\ o7 27

0.8 1

0.6 1

0.4 1

u(t) (V)

0.2 1

0.0

t (ms)

4. u(t) tend vers 0 en t = 0 et en t — o0, elle est positive donc elle passe par un maximum.
On cherche 'instant t,, qui annule la dérivée de u, avec

du U@<—3+v§ (—3+v%> —3-5 (—3—v€>>
=— [ —exp t|— exp | —=—t¢ .

E - \/5 27 27 2T 2T
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L’instant t,, est tel que

—3+5 (—3+v€t>::—3—¢5wp<—&—¢% )

exp 2 o7

2

soit

Lo T3S
"5 \3=v5)

A.N. : t,, = 0,86 ms, résultat cohérent avec 'allure de la courbe tracée précédemment.

Exercice 6 — Régime pseudo-périodique

1. Ent =07, le circuit est équivalent a :

i

Le circuit est ouvert donc I'intensité i(t = 0~) du courant est nulle, d’ott par définition
dg
dt
On a ugr(t = 07) = 0 par loi d’'Ohm et ugr(t =07) = —uc(t = 07) par loi des mailles. De

plus, la charge du condensateur vaut ¢ = C'ug, d’ot

qt=0")=Cuc(t=0")=0.

(t=0")=i(t=0")=0.

2. Pour t > 0, le circuit devient

On a E = ugr + uy, + uc par loi des mailles, soit, avec les lois de comportement

N
E=Ri+ LS +ue

dt
Avec uc = q/C et i = %, on obtient
dg  ,d%¢ ¢
E=R? 59,4
@ rae o
soit
d?q Lo dg L E 1 . R
— — 4 wig=—, avec wy= —— e = —.
a T T T = VIic 7oL
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TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

3. La tension uc = ¢/C aux bornes du condensateur est continue donc g l'est aussi. L’in-
tensité ¢ = i—‘f du courant qui traverse la bobine est continue donc la dérivée premiére de
q lest aussi. On a donc

_ dg dg _
+ + _
qt=0")=qt=0")=0 et —dt(t—O)——dt(t—O)—O.

4. Le polynome caractéristique associé a 'équation différentielle est r? + 2yr + w?, de dis-
criminant A = 4(y* — w?2). Pour observer un régime pseudo-périodique, on veut A < 0,
soit

5. Les racines du polyndéme caractéristique sont complexes :

ry = —’Yij\/wg -2
La solution de I’équation différentielle homogeéne s’écrit donc
qn(t) = e ""(Acos(wt) + Bsin(wt)) avec w = y/wi —~2.

On cherche une solution particuliére constante, u,(t) = C'E, convient. La solution générale
de I’équation différentielle s’écrit donc

q(t) = e "(Acos(wt) + Bsin(wt)) + CE.

Avec les conditions initiales, on obtient A = —CE et B = —yCE /w. Finalement,

u(t)=e" (—C’E cos(wt) — CE

Sin(wt)) +CE.
w

On retrouve la forme donnée dans I’énoncé, avec

~vCFE
w=4/wi—72, A=-CE, B=—-——————, et D=CE.
v Vws — 7

6. On a donc

2

qt) =e " <—CE cos(wt) — LEQ sin(wt)) +CE,
-7

wo
d’ou
: dg CEw .
)= —(t) = ——%_ t).
1) = ) =~ M sinfa)

7. En régime permanent, le circuit devient
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TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

Le circuit est ouvert donc

limi(t) = 0.

t—o00

On a tlim ug(t) = 0 par loi d’Ohm et ltlim uc(t) = E par loi des mailles, d’ou
—00 —00

limg(t) = CE.

t—o00

Graphiquement, avec wy = ltad-s™' et v =0,2rad -s™!, on a :

£ CE A
53
()]
2
©
<
O
0 T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30
Temps t (s)
o
‘@
C
3
£ 07
0 5 10 15 20 25 30
Temps t (s)

8. La puissance instantanée fournie par le générateur s’exprime P, = Ei(t). On a donc

[e’e] o] OOd
W= [ par—r [ ina-E [ Sla- o). don
0 0 0

D’autre part, le condensateur et la bobine n’ont pas stocké d’énergie en ¢t = 0. En régime
permanent, 'intensité du courant qui traverse la bobine est nulle et la tension aux bornes
du condensateur vaut E : seul le condensateur a stocké de 1’énergie, d’ou

CE?
2

Ere =
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L’énergie perdue par effet Joule vaut

CE?
2

Wy=W —=Epc =

Ces résultats sont indépendants du régime dans lequel se trouve le circuit : les calculs
ne dépendent que des états initial et final du systéme.

Par ailleurs, ces résultats peuvent surprendre car ils ne dépendent pas de R. En particulier,
si la résistance est nulle, on obtient les mémes résultats. En réalité, si R — 0, le régime
permanent n’est jamais atteint : on retrouve un oscillateur harmonique, ou le générateur,
le condensateur et la bobine stockent et restituent périodiquement 1’énergie. Les solution
analytique obtenue précédemment ne sont plus valables car 'amortissement est nul.

b p b b

Exercice 7 — Circuit a deux bobines

1. En t =07, le circuit est équivalent a :

On a en effet i4(07) = 0 car U'interrupteur est ouvert et i5(0~) = 0 car la résistance est
court-circuitée par la bobine en régime permanent. On a donc 21(0_) =1i3(07) =4(07) =
E

ﬁ.
En ¢t = 0%, le circuit devient

L’intensité du courant qui traverse les bobines est continue, d’ou

i1(0+) - 21<O_) - ﬁ

De plus, par loi des nceuds, on a

et 14(0+) = 14(0_> = 0.

E
Z(0+) = 23(O+) = 11(0+) + 22(0+) = ﬁ + ZQ(O+)
Par ailleurs, la loi des mailles donne E = ug(0%) + uz(0%) + s(07), d’out par loi d’Ohm,
E = Ri(0") 4+ Riz(07) 4+ Ri3z(0"). On divise par R et on utilise les résultats de la loi des
nceuds :

E

E_. + . +__ . + . . + _
R—Z(O)+Z(0) 2R+z(0 ), soit Z(O)—2R.
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Finalement

On a alors

limi(t)

t—o0

= Bah(0) = g =

= &=

et

= tligloz?,(t) = 0.

3. Ent > 0, le circuit devient

Avec les lois de comportement de la résistance et de la bobine, on a

diy

s(t) = Ria(t) = LE2(1).

dt

On obtient immédiatement

On dérive la loi des nceuds i(t) = i3(t) + i4(t) et on injecte les résultats précédents :

ds 1 ds

s(t)

4. Avec les lois de comportement de la résistance et de la bobine, on trouve

Rin(t) = L= (¢).

diq

On dérive la loi des noeuds i(t) = iy (t) + i2(t) et on injecte le résultat précédent :

di
1@ () =

R

L

dig

19 (t) + E (t)
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5. La loi des mailles s’écrit £ = ug(t) 4+ ua(t) + s(t), d’ou avec la loi d’Ohm pour chaque
résistance E = Ri(t) + Riy(t) + Ris(t). On divise par R et on dérive, avec E = cste, soit

i, dip, dig

0= () + () + (0. (4)

dip
dt

dz ds R . 1ds
= &(t) + E@) - le(f) + }_%E@)’

On remplace <2 dans (4) avec (3), et iz avec (1), soit

0

puis & avec (2), d’'out

_ 2ds 2s(t) R. 1ds ., 3Lds
= }—%E(f)JF 7 —le(t)JFﬁE(t) & |ia(l) = @E@H T (5)

6. On injecte (5) dans (3) puis, avec (2), on obtient

1ds s(t) R (3Lds 25(t) d (3Lds 25(t)
! (ﬁa“) * T) @ (@E@ * ) ’

E%EE( )+ L L

soit, apres calcul

d25+4Rds+ R? _0
az " 3Ldr 302

On reconnait ’équation différentielle associée a un oscillateur amorti de pulsation propre
wy et de facteur de qualité @, avec

=%

R ¢ 0 <1
wny = — (&) = —-.
T V3L 2

D’aprés (1) et avec la question 1, on a
s(t=0")=Riz(t=0") = —.

De plus, avec (5), on obtient

ds . R 2R RE
=01 = iyt =0") — st =0T) = - ==
=07 =gpt=07) - st =07) 3L

La résolution du probléme de Cauchy

d?s 4Rds R?

el ke RS
a2 Tarar T3tV
E ds RE
oy ds., 4 RE
8@—0>—27 &@ 0") 3L
conduit a
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Exercice 8 — Réponse d’un circuit RLC

En t = 07, le circuit est équivalent a

}R {

Le circuit est ouvert, donc i(t = 07) = 0. L’intensité du courant qui traverse la bobine est
continue donc i(t = O*) =i(t=0" ) = 0. Par ailleurs, on remarque que uc(t = 07) = 0 d’on,
par continuité de la tension aux bornes du condensateur, uc(t = 07) = uc(t =07) = 0.

En ¢t = 0% et pour ¢t > 0, le circuit devient

ot

La loi des mailles s’écrit £ = ur(t = 07) + Ri(t = 07) + uc(t = 07) = ur(t = 07). On en
déduit, par la loi de comportement de la bobine

di Ly _it=0") E
=== =7

Pour t > 0, les deux lois de Kirchhoff s’écrivent

i =1ir+ic (loi des noeuds) ;
E =uc+ur +ug (loi des mailles).

En injectant les lois de comportement dans la loi des nocuds en remarquant que la tension aux
bornes de la résistance de droite est la méme que celle aux bornes du condensateur, on trouve

duc
. 4 oue
i= 7O
Avec I'expression de u¢ issue de la loi des mailles, on obtient
1 d
ZZE(E—UL—UR)-}-Odt( — Uy — UR) -

On utilise finalement les lois de comportement pour obtenir I’équation différentielle vérifiée par
i(t). Aprés calcul, on trouve

d2i ds E
27— 2= — RC =
72 1 + 27 & + 2¢ = 7 avec 7= RC =

La résolution du probléme de Cauchy conduit a

i(t) = IRE —cos — + sm 2R

o Dqlh

()
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