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TD M2 — Dynamique du point matériel

Exercice 1 — Centres de masse dans le systéme solaire

Le barycentre G d'un systéme de deux points matériels M; et M,, de masses m; et msy est
tel que

(m1 -+ mg)@) = m10M1 —+ mgOMg,

ou O est l'origine du repére. En prenant 'origine du repére au point M7, on obtient immédia-
tement

MG =

1. On détermine la position du barycentre G du systéme {Soleil, Terre}. En notant S le
centre du Soleil, on trouve

-~ Mg+ My

GS DTerre — Soleil — 450 km < RS~

G et S peuvent raisonnablement étre confondus.
2. Pour le barycentre G’ du systéme {Soleil, Jupiter}, on trouve

My
Mg+ M,

/ 5 -
G'S = DJupiter — Soleil = 8 x 10°km ~ RS < DJupiter - Soleil -

Si l'on s’intéresse au mouvement de Jupiter, on peut raisonnablement confondre G’ et S,
mais ce n’est plus le cas si I'on s’intéresse au mouvement du Soleil.

Exercice 2 — Un marteau sur la Lune

1. On s’intéresse au mouvement du {marteau} de masse m = cste dans le référentiel lunaire
supposé galiléen.

z
hot
M
|7
Og¥
Il n’est soumis qu’au poids P = mgr, = —mg/6e,. Dans le repére cartésien, le PFD s’écrit
ma =P & m(ie, + e, + Ze;) = —?gez.
Seul le mouvement selon €, est étudié ici : la projection du PFD sur I'axe (Oz) donne
Cp—
6
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TD M2 — Dynamique du point matériel

2. On intégre deux fois en utilisant les conditions initiales 2(t = 0) = 0 et z(t = 0) = hy,
d’ou

(1) = —%ﬁ + ho.

3. La durée de la chute est telle que z(¢;) = 0. La résolution donne

12h
tl - O.
g

AN.:t, = 1,35s.
La vitesse v; est telle que vy = |2(¢1)]. En injectant I'expression précédente, on obtient

g9, [2gho
Ul——tl— .

6 6

AN.:v; =22m- s %

Ces résultats ne dépendent pas de la masse, ils sont les mémes pour la plume. Ceci
peut surprendre, mais c’est normal ici puisque l'on néglige les frottements. Les vidéos
confirment d’ailleurs ce résultat.

Exercice 3 — Ca par exemple! Quel bond!

x(t) =vpcosa X t

1. ) '
2(t) = —éthQ +vpsina x t
2 () = gt
. 2(x) = —=g,———-— + rtana
29Lv§cos,2a
5 L:fUSSmQOz _ 6vgsin2a
gr g
2 sin 2 L
4. Sur Terre, L’:wzg,d’oﬂljzfim.
g

Exercice 4 — Oscillations d’'un anneau

1. On s’intéresse au mouvement du point matériel {M} de masse m = cste dans le référentiel
terrestre supposé galiléen.

@)




TD M2 — Dynamique du point matériel

Le systéme est soumis & son poids et a la réaction normale de la tige, les frottements
étant négligés. Dans le repére polaire, on a

e
e P =mg(cosbe, —sinfey);

- —> . .
e Ry = Rye,., avec a priori Ry < 0.

Le mouvement du point M est circulaire de rayon R, son accélération en coordonnées
polaires s’exprime

@ = Rbe; — RO%e,.
Le PFD s’écrit donc
mR(0e; — 6°€,) = mg(cos e, — sin 0ey) + Rye,.

On projette sur les vecteurs de la base polaire :

—mRO* = mgcos + Ry
RO = —gsinf

2. La projection du PFD selon ¢ s’intégre facilement apres Pavoir multipliée par 6 :
. e . .2
ROO = —gOsin b — —— = gcosf + cste.

intégration 2

Compte tenu des conditions initiales, I’équation devient

0=gcosfy+cste, d'ou cste= —gcosby.
Finalement,
. 29
6? = =2 (cosf — cos by).
2 5

3. En injectant dans la projection du PFD selon é,, on obtient

Ry = —2mg(cos @ — cosby) — mgcosf, dou R—N) = —mg(3cosh — 2cosby)e,.

4. La réaction est maximale en norme quand cos 6; 'est soit pour

5. Dans I'approximation des petits angles, la projection du PFD selon &g devient

. g
i+2o=0.
"R

On retrouve I’équation d’un oscillateur harmonique.

6. Avec les conditions initiales #(0) = 6y et 8(0) = 0, la solution est

0(t) = Oy cos(wot), avec wy=

9
=
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TD M2 — Dynamique du point matériel

Exercice 5 — Glissade sur un igloo

Corrigé en classe.

Exercice 6 — Deux ressorts

1. On s’intéresse au mouvement du point matériel { M} de masse m = cste dans le référentiel
terrestre supposé galiléen.

(klagl,o) — (]{3‘ lao)

En notant ¢, la longueur du ressort 1, la longueur du ressort 2 est L — £, et les forces de
rappel de ressorts s’expriment

° F_11-1)1 = —/ﬁ(fl - el,o)e_;;
L ]71;2 = k2(£2 - €2,0)€_:; = kz(L -l — 52,0)6_:2-

Le mouvement se fait sur un plan horizontal : le poids et la réaction du support se
compensent, on ne les considére pas dans la suite. Par ailleurs on néglige les frottements.

A l'équilibre, le PFS s’écrit
0= E; + F;m
soit, avec L = {1 o + {2 et en projetant selon €.
0=—ki(l1eq—li1o) + kallro—lieq) < (k14 ka)(lreq—Ll1o) =0.

La somme des constantes de raideurs est non nulle, d’ou

U eq = L1

A Téquilibre, les deux ressorts sont au repos.

2. On reprend 'étude précédente, en plagant 'origine de I’axe (Ox) au niveau de la position
d’équilibre du systéme.

Avec ce choix de coordonnées, les forces de rappel deviennent :
N R
o Fyi = —kize,;

—
° FH2 = —kgxe_;
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TD M2 — Dynamique du point matériel

Le PFD projeté selon (Ox) s’écrit :

ki + ko

m

x = 0.

mx = —kyx — kox, soit |Z+

3. On reconnait ’équation d’un oscillateur harmonique de pulsation propre @/'“—:f?. Ce

systéme est donc analogue & un systéme masse-ressort avec un unique ressort de constante
de raideur

keq = k1 + ko

Quand il sont assemblés en paralléle, les constantes de raideurs des ressorts s’additionnent.
1l serait intéressant de montrer que deux ressorts montés en série sont équivalents a un
unique ressort dont [tnverse de la constante de raideur vaut k—ll + é

4. Pour L # {19+ {2, la dynamique du mouvement est la méme : le PFD s’écrit en effet
de la méme maniére.
Seule la position d’équilibre change. On 'obtient & nouveau avec le PFS, qui donne

kil10 + ko(L — lap)
ky + ko '

gl,éq -

Exercice 7 — Chaussette dans un séche-linge

1. On se place en coordonnée polaires, o1 'angle 6 est définit comme sur le schéma ci-dessous.

y
Le mouvement est circulaire uniforme, d’ou
21 x 50
7 =—Ruw’e,| avec w=10= a0 = 5,2rad - s L.

2. On s'intéresse au mouvement de la {chaussette} de masse m = cste dans le référentiel
-
terrestre supposé galiléen. Elle est soumise au poids P = mg(cosfe, — sinfey) et a la
réaction du tambour Riambour- Le PFD s’écrit donc :

N
—mRw?e, = mg(cos fe, — sin0eg) + Riambour,

d’ou

—
Riambour = —mRw?e, — mg(cos e, — sin fep).
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TD M2 — Dynamique du point matériel

—>
3. La réaction normale Ry correspond a la composante de la réaction du tambour selon e,
d’ou

N R N
Ry =—myg (—w2 + cos 9) e,.
g
mg # 0, donc la composante normale s’annule pour un angle 6; tel que

%)
6, = arccos [ —— | .
g

AN. : 6 ~ 134°.

4. La chaussette décolle de la paroi du tambour, la suite du mouvement est une chute libre
dans le tambour : la chaussette suit une trajectoire parabolique jusqu’a retomber sur la
paroi du tambour.

Exercice 8 — Oscillations sur un plan incliné

1. On s’intéresse au mouvement du point matériel { M} de masse m = cste dans le référentiel
terrestre supposé galiléen.

Le systéme est soumis a trois forces :
o son poids : P = mg(sinaé., — cosaey) ;
e la force de rappel du ressort : Fy = —k(x — ly)e, ;
e la réaction du support : R = Rye..

A l'équilibre, le PFS s’écrit donc

0 = mg(sin e, — cosae’) — k(xeq — lo)es + Ryez,

. s o —
d’ou en utilisant sa projection selon e, :

m
Teq = Lo + 79 sin av.

On remarque que la position d’équilibre s’éloigne de ¢ si :
e m est grande : une masse importante favorisera 1’allongement du ressort ;

e « est grand (o € [O, %}) : la composante du poids selon e, est alors plus importante
ce qui agit & nouveau en faveur d’un allongement du ressort ;
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TD M2 — Dynamique du point matériel

e k est faible, c’est-a-dire que le ressort est « mou ».

Toutes ces dépendances sont raisonnables.

La projection selon e, indique que la réaction du support et 'autre composante du poids
se compensent : cela reste vrai méme lorsque le systéme est en mouvement car il n’y a
pas de mouvement selon e,.

2. On reprend I’étude précédente en dynamique : la projection du PFD selon e, s’écrit

k
mi =mgsina —k(z —€y), dol |i+wjr=wire, avec wy=1/—.
m

On reconnait I’équation d’'un OH de pulsation propre wy.

3. Compte tenu des conditions initiales imposées, la résolution donne

z(t) = (xo — Taq) cOS(wot) + Teq-

On représente I’évolution de x(t) pour zp > Teq-

x(t)

0 . ir o gl
wo wo wo wo
4. On tient maintenant compte des frottements 7 = —\T = —\ie,. Le PFD devient

m@ =D+Fg+Ry+ [

En projetant selon e, :

mi =mgsina — k(x — ) — \ir, soit |F+ —i + Wiz = WiTeq-
m

On reconnait I’équation d’un oscillateur amorti de pulsation propre wy et de facteur de
qualité @ = vkm/\. On peut distinguer plusieurs cas :

e ) <1/2< X>2VEkm : le régime transitoire est apériodique;
e ) =1/2< X\ =2Vkm : le régime transitoire est critique;
e ) >1/2< X< 2Vkm : le régime transitoire est pseudo-périodique.
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TD M2 — Dynamique du point matériel

Exercice 9 — Descente a ski

1. On s’intéresse au mouvement du {skieur} de masse m = cste dans le référentiel terrestre
supposé galiléen.

Le systéme est soumis a
. F:l . — —
e son poids P = mg(sin ae, — cosaey);
” . . —— - — — .
e la réaction de la piste Ry + Ry = Rye, — Rre, avec Ry et Ry positifs;;
, o 7 — . —>

e les frottements de l'air f = —A\v = —Aze,.

Le mouvement se fait selon e,, donc @ = &e,. Le PFD s’écrit
mie, = mg(sinae, — cosae,) + Rye, — Rre, — \ie,.

En projetant selon e,, on obtient directement

—
_ 9 N . —>
Ry =mgcosa dou |Ry = mgcosae,.

2. En projetant le PFD selon e, avec Ry = —jtmg cos ae,,, on obtient
mi = mg(sina — pcosa) — Ai.
En posant v(t) = @(t), on obtient une EDLI vérifiée par la vitesse du skieur
mo + Av = mg(sina — 1 cos ).

En régime permanent, on a v(t) = vy et ’équation donne

vy = %(sina — pcos ).

AN.:v,~53m-s ' =190km-h"'.

Rq : Cette relation n’est valable que si sin &« > j cos v, sinon la vitesse limite est négative,
ce qui signifie que le skieur remonte la pente, alors que les expressions utilisées pour les
forces de frottements lors de la projection du PFD ne sont valables que pour un skieur
qui descend.

3. On résout

. (% Uy m

v+ —=—, avec T = —.
T T A

On a v(0) =0, d’on
= o

v(t) = v (1 —e 7).
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TD M2 — Dynamique du point matériel

4. On cherche l'instant t; tel que v(t;) = vy/2. En utilisant expression précédente, on
obtient apres calcul

AN.:t ~55s.

5. Lorsque le skieur a chuté, la projection du PFD selon e, devient
0 = g(sina — 1004 cos ).
On integre en tenant compte de la condition initiale v(t;) = v,/2, d’ou

v(t) = g(t — t1)(sina — 100p cos o) + % sit >t eto(t) >0.

On cherche U'instant ty > ¢; tel que v(ty) = 0, on obtient

v
tgztl— ¢

2g(sina — 100 cos ar)

La distance d parcourue entre t; et t, est telle que

2
Uy

to
d= / v(t)dt, soit, aprés calcul |d = — - )
4 8g(sinaw — 100u cos @)

AN.:d=~12,5m.

6. Par analyse dimensionnelle, on obtient

(K] =ML

Le coefficient K s’exprime dans le systéme international d’unité en kg - m=3.

7. En négligeant les frottements avec la piste et avec la nouvelle expression pour modéliser

les frottements de 'air, la projection du PFD selon e, devient
. KS, .
muv + TU = mgsin .

En régime permanent, on a v(t) = v, et '’équation donne

/2mgsma \/_mg
KS
AN.:v;=68m-s ' =245km-h~ "

L’intensité de la réaction tangentielle qui modélise les frottements avec la piste ne dépend
pas de la vitesse, elle vaut Ry = mgusina = 28 N. Une fois la vitesse limite v atteinte,

la force de frottement vaut H?H = KSv?/2 =1,1kN. On a donc
7]

1L~ 40> 1.
|7

On peut donc négliger les frottements du skieur sur la piste par rapport aux frottements
liés a l'air.
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Exercice 10 — Jeux aquatiques

1. On s’intéresse au mouvement du {baigneur} de masse m = cste dans le référentiel terrestre
supposé galiléen.

O__

z

N
Le baigneur est en chute libre : il n’est soumis qu’a son poids P = mge,. Le mouvement
est rectiligne selon e, la projection du PFD sur le méme axe s’écrit donc

wzZ = nyg.
Avec £(0) =0 et 2(0) = 0, on obtient

t2
Z(t)y=gt et z(t) = 97

Le plongeur atteint la surface de 'eau a I'instant ¢, tel que z(t.) = h, d’oi

2h
te=4]—| et |ve=2(t.) = +/2gh.

9

AN.:t,=14setv. =14m s~ L
2. Une fois dans 'eau, le PFD devient

e —> —-> 1 —>
mie, =mg (l—d—> —kv.
h

Avec U = v,e,, on obtient une EDL1 en projettant le PFD selon e,

. v, ( 1) m
v,+—=¢g|1—— ], avec |7T=—.
T k

3. En reprenant 'origine des temps en ¢t = t., avec la condition initiale v,(0) = v,, on obtient

1
v.(t) = (Ve —vp)e T +up,| avec v = g (1 - —) :
k dp,
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4. En régime permanent, la vitesse limite est

o =91
7k dy, )’

AN. v, =—-36cm-s .

5. Puisque v, <0, 0on a |vy| = —vp, d’ou

v,(t) = (ve + |vL]) e HT — lvg).

L’instant ¢, est tel que v,(t;) = 0, d’ou

tllen(l—l— Ue).
vz

AN.: tl = 1,2 S.

6. On intégre 'expression de la vitesse obtenue, d’ou

2(t) = =7 (ve + |v]) e™™ — |up|t + cste.
Avec les conditions initiales
2(0) = —7(ve + |vg|) + cste 5 0,

d’ou

2(t) =7 (ve + v ]) (1 — e‘t/T) — |uglt.

La profondeur maximale est atteinte a 'instant t;, d’ot

Zmax = 2(t1) =T (Ue — |vg| In (1 + i)) .
v |

AN, : Zyax & 4,1 .

7. On cherche I'instant ¢, tel que v,(t3) = vo. On obtient aprés calculs

to=7ln (—Ue i |UL|) :
vy + |vg |

AN. 1y~ 0,765 et zpmin = 2(t2) ~ 3,9 m.

Exercice 11 — Parabole de sireté

1oyl = — g
ylr) = —=g—5——— +xtana
Y 291}8003204
v%sin?oz
2. d = —— . d est maximale pour a = 45°.
g
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3 B d\ v2 sin® o
° ymax - y 2 - 29 .
2 a?
4. y = T tan? a + x tan o, h correspondant & la hauteur maximale & laquelle il est

possible d’envoyer le projectile pour une vitesse donnée, c’est-a-dire pour o = 7.

5. Les points de coordonnées (z,y) sont situés sous la parabole de sireté, d’équation y =

$2

h—E.
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