PHYSIQUE LYCEE PAUL VALERY MP2I
R. METZDORFF 2023-2024

TD M3 — Energie mécanique

Exercice 1 — Sauvetage en montagne

1. On Considgge le systéme treuil + filin soumis a la tension du fil au niveau du point
d’attache T' (et a la réaction du support au niveau du point d’ancrage du treuil dans
I’hélicoptére) dans le référentiel R lié a 'hélicoptére, supposé galiléen. La puissance regue
par le treuil, associée a T , est donnée par —uvyT'.

Par ailleurs, le PFD appliqué aux alpinistes animé d’un mouvement rectiligne uniforme
dans R et le principe des actions réciproques donne 1" = mg.

En I’absence de frottement, la puissance dépensée par le treuil est 'opposé de la puissance
qu’il regoit, soit finalement

’73 = mguvy > 0. ‘
AN.: P =033kW.

2. Le treuil fonctionne pendant une durée H/vgy, d’ot

Il s’agit sans surprise de la variation d’énergie potentielle de pesanteur des alpinistes.
AN.: & =33kJ.

Exercice 2 — Profil d’énergie potentielle

1. Les positions d’équilibre sont données par les extrema de la courbe d’énergie potentielle.
Il y en a trois :
e 1 = (0 correspond a un minimum d’énergie potentielle, c’est une position d’équilibre
stable ;
e r ~ +1m correspondent a des maxima d’énergie potentielle, ce sont des potions
d’équilibre instables.

Une telle vitesse vy n’existe pas : puisqu’il n’y a pas de frottements, &, est conservée. Si le
systéme peut franchir 'un des maxima d’énergie potentielle, il franchira nécessairement
le deuxiéme : il est alors dans un état libre.

2. La profondeur du puits est & ~ 0,7 J. Pour que le systéme soit dans un état lié, on veut
que son énergie mécanique reste inférieure au maximum d’énergie potentielle, ¢’est-a-dire
que son énergie cinétique au fond du puits soit inférieure a &, soit

1 28,
vt <& & |lv<uy = =0
2 m

AN.:v;~1,7m-s %

Pour trouver I’'amplitude des oscillations, on cherche les abscisses des points d’intersection
entre la droite &, = 0,3J et la courbe d’énergie potentielle. Dans le puits, on trouve
x ~ £0,7m : 'amplitude des oscillations est ~ 0,7 m.
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TD M3 - Energie mécanique

3. Enx = —-5m, & ~ 0, donc

1 2&.
En =&, = émvg & |vg =4/ —.
m

AN. :vpy~11m-s %

La position maximale atteinte est donnée par l'intersection entre la droite £, = 0,3 J et
la courbe d’énergie potentielle a gauche du puits. Graphiquement, on lit x5 ~ —1,5m.
Le point matériel M avance dans le sens des x croissants en ralentissant jusqu’en x =
ou il s’arréte, avant de repartir dans le sens des x décroissants jusqu’en —oo.

4. Pour passer de x = —o0o & ©* = +o00, il lui faut une énergie mécanique supérieure au
maximum &y ~ 0,45J d’énergie potentielle. En —oo, son énergie potentielle est nulle,
d’out pour obtenir un état de diffusion

ngax
m .

Ee>Enax = |U>wv3=

AN.:v3~13m-s !
Avec une vitesse initiale vs, le systéme arrive au maximum d’énergie potentielle avec une
vitesse nulle : au fond du puits, on a vy = v;.

Exercice 3 — Chapeau mexicain

1. On trace la courbe d’énergie potentielle dans les deux cas :

A>0 A<0
& <
1%
0
T
0

2. On calcule les dérivées spatiales de I'énergie potentielle.

&, A A 42€
—° _ L o3 k 2 t P:k -
I x+6x x( +6x> e 12 —|—2

A o

T .

La position x = 0 correspond toujours a un extremum d’énergie potentielle car

dé,

| Y

=0
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TD M3 - Energie mécanique

Il s’agit toujours d’'un minimum car

d2¢,

2 =k>0.

=0

Si A > 0 c’est la seule car k + Az?/6 > 0.
Si A < 0, il en existe deux autres, données par k + Az?/6 = 0, soit x4+ = ++/—6k/\. On

évalue la dérivée seconde en ces points :
2

d=&,

da?

= -2k <0,

T+

il s’agit de maxima.

Finalement, on a une seule position d’équilibre stable © = 0 si A > 0, et trois
positions d’équilibre si A < 0, 'une stable en * = 0 et deux instables en = =
+./—6k/\.

Ces résultats sont confirmés par ’allure des courbes obtenues précédemment.

Exercice 4 — Carabine a ressort

1. On considére le systéme {balle} dans le référentiel terrestre supposé galiléen, soumis a
son poids et a la force de rappel du ressort qui sont des forces conservatives (ainsi qu’aux
réactions normales du cylindre qui ne travaillent pas). On néglige les frottements.

A D'instant initial, le ressort est comprimé de AL et la vitesse de la balle est nulle, d’ou

Smf:%MALF.

)

A T'instant final, le ressort est au repos et la vitesse de la balle vaut vy, la balle s’est élevée
de ALsin«a, d’ou

1
Em,f = §mv§ +mgALsina

Les forces subies par le systéme sont conservatives ou ne travaillent pas donc le mouvement
est conservatif : le TEM s’écrit

1 1
A&y =0=mgALsina + §mvg — §k(AL)2
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TD M3 - Energie mécanique

d’ou

Vg = \/AL (M—L—Qgsina> = \/AL (M—L— 39).
m m

AN.:vp~14dm-s~ 1.
Rq : L’application numérique montre que la variation d’énergie potentielle de pesanteur
est négligeable devant la variation d’énergie potentielle élastique, d’oul

| k
’UowAL —.
m

2. Une fois éjectée, la balle est en chute libre : la composante horizontale de sa vitesse est
conservée (la projection du PFD selon ’axe horizontal donne immédiatement ce résultat),
d’ou

Vo
Vp, = VpCOS Qv = 5

AN.:v,~71m-s %

3. Durant la chute libre, le mouvement est toujours conservatif : on exploite la conservation
de I'énergie mécanique entre 'instant suivant 1’éjection, ol

1
Emyi = §mv8 ,

et I'instant final ou la balle atteint 1’altitude h, avec
& L cos? h
m,f = §mv0 cos” o + mgh.

Le TEM s’écrit

AE, =0 d’ou hzng_vg
m ) 29 89'

AN.:h=706m.

Exercice 5 — Calcul de travaux

B C
p
A
ey
O o P A

1. On décompose le travail Wp ¢ sur les trajets O — Aet A — C :

4/15



TD M3 - Energie mécanique

e sur le trajet O — A, y = 0, d’ou Z_T)(x,y = 0) = —az’e,. De plus Al = dze’ et
OA =p, dou

- — P o
Woa = / F-df= / —ax’dr = ——p3.
O0—A 0 3

e sur le trajet A — C, x = p, d'ou F(m = p,y) = a(y? — p?)es + 3apye,. De plus
d¢ = dye, et AC =p, d'ou

—

- P 3a 4
Wac = F-dl = 3apydy = 5P
A—=C 0

Finalement, avec Woac = Woa + Wyce, on obtient

7
Woac = 604193'

2. On reprend le méme raisonnement pour Wypge :

- — - — P p 2
WOBC:/ F~d€—|—/ F. Ez/ Ody+/ a(p® — 2?)dr = 0+ Zap?,
O—B B—=C 0 0 3

d’ou

2
Wosc = gOép3-

3. Pour le trajet direct O — C', on utilise x = y sur la trajectoire, d’oul F(m, y = x) = 3ax’e,.
D’autre part, avec dz = dy, on a d/ = dze, + dye, = dz(e; + €,). On en déduit

- — 4
Woc = / F.-dl= / 3azidr don |Woe = ap.
0
4. Le travail de la force F dépend du chemin suivi, cette force est non conservative.

Exercice 6 — Etude d’une force

1. Dans I'expression de la force
- ay _
F(r)= (—kr + —2> &, a,k>0,
r
e le terme —kre, est analogue a une force de rappel élastique, qui raméne la masse

vers O ;

a . . .
e le terme —267 est analogue a la force électrostatique entre deux particules de méme

,
charge. C’est une force répulsive, qui éloigne m de O.

Ici, r correspond vraisemblablement a la distance entre la particule et l'origine O du
repére, on a donc r > 0.
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2. On cherche la position re¢, de la particule telle que la force qu’elle subie est nulle, c’est-a-
dire

1
F(req) =0, dou |re = (2) 0

3. Pour un déplacement élémentaire dre,, le travail élémentaire de la force F s6crit
- a
W(F) = (—k:r + ﬁ) dr.

On remarque que dW(l—?) ) = —d&,, avec

1
5p<7’) = 5]€7’2 + %

La force F dérive du potentiel £,(r) : on a bien

- d&
F = __pé—;a
dr
donc F est une force conservative.
4. On calcule la dérivée spatiale seconde de I’énergie potentielle :
d?g,
dr?

=3k > 0.

Téq

Il s’agit d’une position d’équilibre stable, ce que confirme la représentation graphique.

Ep

0 Teq

5. Méthode 1. On peut directement utiliser le fait que, au voisinage de la position d’équi-
libre, le systéme est analogue a un systéme masse-ressort constitué d’'une masse m et
d’une ressort de constante de raideur effective

B d2&,

keg = = 3k.
ff dr?

Téq

La pulsation-propre de cet oscillateur est donnée par

k‘eff m
= dou |Tp=2m\/—.
wWo m s ou 0 0 3k
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Méthode 2. On applique le PFD a la particule (dans le référentiel du laboratoire supposé
galiléen...). La projection selon e, s’écrit

.. a
mi = —kr + —.
r2

Pour des petites oscillations, on pose 1 = 144 + €, avec € K 74q, d’oll

a
(T’éq + 5)2

a
2

— —kreq — ke + —
(1+§)
éq

%—%mm—m+~%(l—li>

mé = —k(req +¢€) +

d’oti, en remplagant req par son expression et apres calcul

3k
e+ —e=0.
m

On reconnait bien I’équation d’un oscillateur harmonique avec la méme pulsation propre
que précédemment.

Meéthode 3. Pour des petites oscillations, on pose 1 = r¢q + €, avec € K req, d’ol

1
Epl(req +¢) = §k(réq +e)? + o
éq

—1k7"2 1—1—8 2—|— %
2 Teq 1+ =

1, e € a e &
~ k2 (142 S ) (- S 2
DL22kreq(+r»+r?)+, ( ,+r,2)

6q éq T'eq T'eq éq
1 1 a  ag
= —k:rgq + =ke® + — —— car kreg — — =0 par définition,
2 2 Teq  Téqg 2q
1 a 1 a
= — k‘i‘QT 52+—]€Té2q+_
2 Teq 2 Teq
32 C;ge

On reconnait comme attendu un potentiel harmonique associé a une ressort de constante
de raideur 3k.

-
Le mouvement est conservatif car la particule n’est soumise qu’a F' qui est conservative.

La conservation de I'énergie mécanique s’écrit

dém d e :
% - @ (E+&) =0, dou meé+ kée+ 2%55 = 0.
éq

En remplagant r¢q par son expression et en simplifiant par €, on retrouve a nouveau

I'équation d’'un OH de pulsation propre +/3k/m.
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Exercice 7 — Distance de freinage

1. On s’intéresse a la {voiture} dans le référentiel terrestre supposé galiléen, soumise a son
—
poids, a la réaction normale de la route et & la force de freinage F'. Le mouvement est

horizontal, seule la force de freinage travaille : on note W son travail. On applique le
TEC :

1 1
AE. =W, soit 0—§mv2:W = W:—§mv2 < 0.

AN.: W~ —0,14MJ.
2. Par définition

W =—Fd, dou |F=——,

AN.: F=96kN.

3. En supposant que la norme de la force est la méme, le TEC s’écrit

12
o= —pa don |d = al.
2 V2

AN.:d ~2d=30m.

4. Le TEC donne & = Fd, avec & o v?. La distance de freinage est la distance nécessaire
pour dissiper I'énergie cinétique de la voiture, or cette distance est proportionnelle a &,
donc proportionnelle au carré de la vitesse.

Exercice 8 — Masse doublement retenue

1. On considére la {masse m} dans le référentiel lié¢ au sol supposé galiléen. La masse est
soumise aux forces de rappel des ressorts qui sont conservatives, et a son poids et a la
réaction du support qui ne travaillent pas puisque le mouvement est horizontal. On néglige
les frottements.

(kb KO)
jﬂmmmrwuuué N
| =

d

Par définition
1 2 1 2
gp(l’) = §kl(£1 — 50) + 5]{?2@2 — go) s

d’ou, avec /1 =z et lo=d—x

1 1
5;,(1‘) = 51{}1(33 - 60)2 + §l€2(d — T — g(])?.
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2. On cherche la position x¢q ou I'énergie potentielle est extrémale, soit telle que

dé&,
2 =0.
dz veq
On a
dgp B , . - k2d+ (kl - k2)€0
P ki(z —Lo) — ko(d — v — Ly), d'olt |1eq = ky + ko :

On retrouve bien z¢q = d/2 pour k; = ky. De plus les comportements quand k; > ky et
inversement sont cohérents.

3. On étudie le signe de la dérivée spatiale seconde au niveau de la position d’équilibre :

d2€,

122 = k1 + ko > 0.

Teq

Teq correspond a un minimum d’énergie potentielle : il s’agit d’une position d’équilibre
stable.

4. Le systéme n’est soumis qu’a des forces conservatives ou qui ne travaillent pas : le mou-
vement est conservatif. La conservation de I’énergie mécanique s’écrit

d . : .

T &+ &) =0, dou mii+ ki(x—~ly)+ —kot(d—ax—4y) =0.

En simplifiant par &, on retrouve I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique
analogue & un systéme masse-ressort avec un unique ressort de constante de raideur
k?l + ]{32, soit

i}+kl+k2£{}=k1+k2

Loq-
m m 4

5. La résolution conduit a

v . k1 + ko
t) = & - t 5 - .
z(t) = xeq + o sin(wpt), avec wy —
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Exercice 9 — Mouvement sur un cercle

1. On considére le systéme {bille} dans le référentiel terrestre supposé galiléen, soumis a
son poids et a la réaction du support. Le mouvement est circulaire, d’oti, en coordonnées
polaires,

T = Rie.
Le poids dérive d’une énergie potentielle de pesanteur de la forme
Ep(0) = mgR(1 — cos ).
Par ailleurs, la réaction du support ne travaille pas : le mouvement est conservatif. L’éner-

gie mécanique du systeme

1 .
Em = §mR292 + mgR(1 — cos0)

se conserve, d’ou
dg,. ‘ . .
- 0, soit mR00 +mgROsinf = 0.

En simplifiant par mR6, on obtient

RO + gsinf = 0.

On reconnait sans surprise ’équation du mouvement d’un pendule simple.

2. On applique le PFD a la bille dans le référentiel terrestre supposé galiléen :
mR(ée? — 925;) = myg(cos fe, — sinfey) — Ne;.
La projection selon e, donne
N = mRO? + mg cos 0.

Par ailleurs la conservation de I’énergie mécanique s’écrit, entre l'instant initial et un
instant quelconque :

1 1 . : 2
émvg = §mR292 +mgR(1 —cosf), dou mRO* = % + 2mg(cosf — 1).

En injectant dans I’expression précédente, on obtient ’expression indiquée dans I’énoncé :

2
N=m (U—RO +g(3cos€—2)) .

3. La norme de la réaction du support est minimale en # = 7 et vaut alors

2
Nmin:m<%_5g> .

La bille reste en contact avec le support tant que N, > 0, c’est-a-dire

2

%0 > 59 = Vo > Umin = \/ D Rg.

On n’a bien retenu que la racine positive car vy est la norme de la vitesse initiale.
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4. Sivg < Umin, I'angle de décollement 0y est celui pour lequel la réaction du support s’annule,
c’est-a-dire

2

D 4 g(3cosby—2) =0, dou |8 2_ %
ey COSs — = ou = arccos | — — —— 1 .

On retrouve bien le cas limite §y = m pour vy = Vmin.

Exercice 10 — Navire a moteur

1. On applique le théoréeme de la puissance cinétique dans le référentiel 1ié au port supposé
galiléen au bateau soumis a la résistance de 1'eau de puissance —kv3 < 0 et a la force de
propulsion de puissance P (le poids et la poussée d’Archiméde ne travaillent pas car le
mouvement est horizontal). Puisque le mouvement du bateau est uniforme, on a

0=7P kv, dou kzgg.
Yo

AN. :vg=7"7m-s7! dott k=11 x 103kg - m™".
2. Une fois les machines arrétées, le bateau n’est soumis qu’a une force de puissance non
nulle, celle de la résistance de I’eau. Le théoréeme de la puissance cinétique s’écrit

d 1 2 _ 3 [N OO 3
dt(2mv>——kv, d’'ou mov = —kv°.

En simplifiant par v et en faisant apparaitre L = m/k, on obtient 1’équation différentielle

vérifiée par la vitesse du bateau aprés arrét des machines :
Lo = —v%

Méthode 1. On réécrit ’équation obtenue sous la forme

b1 - d 1\ 1
v L dt \v/) L’

En intégrant entre 'instant ¢ = 0 ou la vitesse vaut vy et un instant quelconque, on obtient

U()L
Uot —+ L ’

v(t) =

Méthode 2 : séparation des variables. On écrit v = ‘3—: et on sépare les variables :

dv 9 - dv
LE:—’U, d’ou —Lﬁ:dt,

puis on intégre avec la méme condition initiale que dans la méthode 1 bien str :

v d / t 1 1
L/ —%:/qum1LC——):t
() v 0 v UO

On retrouve évidemment le résultat précédent.

Rq : la méthode de séparation des variables est souvent utile pour intégrer des équations
différentielle dont on ne connait pas forcément de solution analytique générale. Elle est
beaucoup utilisé en chimie pour traiter de cinétique de réaction.
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3. Avec tp l'instant ou le navire atteint la passe, on a

tp
X:/ vdt.
0

Méthode 1.
?J()L t Uotp + L Uotp + L
X = Ll t+ L)) f=LIn|—— | =LIn| —— .
/ oot —L = [LIn(vot + L)]; H< 7 > n( ol Vg
On reconnait l'inverse de la vitesse a ’entrée de la passe
]_ . Ugtp —|— L
vp vl

d’ou

X:Lm<@).
vp
AN.: X ~ 1850m = 1 mille.

Méthode 2 : changement de variable. On effectue le changement de variable

= (3-2) don @

v U V2’

avec v(0) = vy et v(tp) = vp :

vp vp
X:/‘v(}ﬁ¥):—L/ %L?¢m(@).
vo v vo v Vo

On retrouve bien le méme résultat que précédemment.

4. On a
1 1
et (L-1)
Up Vo

AN. :tp~T773s.

5. En notant d la distance entre la passe et I'entrée du quai et en réutilisant les résultats
précédents, on a immédiatement

d= Lln <U—P> , dou |vg = vpe ML
vQ

AN. : vy ~0,73nceud = 0,37m - s .

6. Pour effectuer un arrét d’urgence, le bateau peut faire machine arriére : le TPC s’écrit
alors sous la forme

d /1
( mu ) = —kvd — P < —kv?,
dt

ot P’ > 0 est la puissance fournie par les machines. L’énergie cinétique du bateau décroit
bien plus rapidement dans ce cas.
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Exercice 11 — Interactions entre atomes

1. Par définition, la force exercée par I'atome de gauche sur latome de droite, avec e, le
vecteur unitaire colinéaire a I’axe entre les deux atomes et orienté vers la droite, est donnée

par
- &, _, 6a 12\ _,
ﬂ@z—iﬂz(j;+gﬁ%'

2. On remarque que

lin%é'p@) =400 et lim &,(z)=0.

r——+00
Si &, > 0, Patome de masse m est dans un état de diffusion : il peut s’éloigner infiniment
de ’atome.
Par ailleurs, si £, < 0 (tout en restant supérieure au minimum d’énergie potentielle),
I’atome est dans état lié : il oscille autour de la position d’équilibre. Les deux atomes
forment alors une molécule.

3. La distance d’équilibre x( est telle que
d&,

— =0.
dx

xo
Avec

dé, 6a 120 6 ( Qb)

_ a— :

dz LA 72 Y L

on obtient une position d’équilibre

1
2b\©
To= | — .
a

On évalue la dérivée seconde en ce point :

76

d?€, 42a_+>156b 6 ( . %_26b 36a 18a2((1)§ -
= — —_— = — —(Qa _— = — = —_— —_— .
da? | s xdt af z§ sy b \2b

Il s’agit d’un minimum d’énergie potentielle : la position z, correspond a une position
d’équilibre stable.

4. Au voisinage de z, soit pour x = xy + € oll € K xg, la formule de Taylor-Young limitée
a l'ordre 1 s’écrit

dF
F ~ F — .
(x +¢) (xo) + arl, €
Or F(z9) =0 et ?i—l;m:—% , d’ott
zo
d?&, a? fa\s
F(r) ~ —kz, avec |k= ae |, = 8€ <2_b>

La période des oscillations est donc

Im
Ty =2 —.
0 ™ 2
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Exercice 12 — Oscillateur anharmonique

1. On s’intéresse au {point matériel} de masse m = cste dans le référentiel du laboratoire
supposé galiléen, soumis a la force de rappel du ressort (le poids et la réaction de 1'axe
ne travaillent pas). Les frottements sont négligés.

A
L
lo
>~ I
O M

L’énergie potentielle du point matériel est donc celle associée a la force de rappel du
ressort :

1
Sp - §k(£ - 60)2.

Avec le théoréme de Pythagore, on a £ = /3 + 22, d’on

2
£ (z) = %k (\/zg o — eo) |

2. On a
2 2

1 €T 2 1 T 2

Pour z < ¢y, on a x/ly < 1. Avec le développement limité /1 4+ ¢~ 1+ ¢/2, on a

2
1 1/z\’ . kat
0

3. On a
d&, /4:_353 . d’&,  3ka?
dz 202 de? 202

Il existe une seule position d’équilibre en x = 0. Toutefois, puisque Ciip = 0, on ne
peut pas conclure... 0

Il faut raisonner sur I'expression de la force F(x) associée a cette énergie potentielle en
poussant le développement limité & un ordre supérieur. Puisque &, o< z*, ses dérivées
premiére, seconde et troisiéme sont nulles en 0. Les dérivées premiére et seconde de la
force F' sont donc nulle en 0. Au voisinage de 0, c’est-a-dire pour z < {, la force F(x)

s’écrit selon la formule de Taylor-Young au premier ordre non nul :

dF d?F| 22  d3F| 2* di&, | a3 ka?
Py~ FO)+ 8| gy S8 2 IRy g2t ke
(@) \él*'dxox+'dx2o2 YA, 6T T a6 o
0 0
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Si M s’éloigne de O dans le sens des x croissants, on a z > 0 et F(z) < 0 : la force de
rappel est dirigée dans le sens des x décroissants et raméne M vers O. De méme, si M
s’éloigne dans le sens opposé, x < 0 et F(x) > 0 : la force raméne M vers O. La force de
rappel raméne bien le point matériel vers sa position d’équilibre, la position z = 0 est
une position d’équilibre stable. Ce résultat était intuitivement attendu.
La particule se trouve dans un état lié et le mouvement ne posséde qu’'un degré de liberté,
le mouvement est donc périodique.
Cependant, le mouvement n’est pas harmonique car le potentiel ne I'est pas.

4. Le mouvement est conservatif : la conservation de ’énergie mécanique entre l'instant
initial et un instant quelconque s’écrit
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La fonction énergie potentielle est paire, donc le mouvement de M est symétrique autour
de O. La durée nécessaire pour passer de x = a & x = 0 correspond & un quart de période.
Sur cette portion, la vitesse est négative, d’ou
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On integre finalement entre 0 et 7'/4 ou x passe de a a 0 :
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Le terme de droite s’intégre facilement pour donner
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Pour le terme de gauche, on réalise le changement de variable u = x/a, d’ot du = dz/a
et la borne supérieure de l'intégrale devient 1 :

Avec & = on sépare les variables, d’ou
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Finalement, on obtient
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La quantité obtenue est bien homogéne a 'inverse d'une pulsation.
La période T est inversement proportionnelle a ’amplitude a des oscillations : plus ’am-
plitude est grande, plus la période est courte.
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