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TD E4 — Régime sinusoidal forcé, résonance

Exercice 1 — Equivalence entre dipéles RL
1. Les impédances équivalentes des dipoles R'L’ série et RL paralléle s’écrivent

_ jLRw  RL*W? L R?Lw
"T Rt jlw R+ I%2? TR L2

Ziy =R +jlw et Z,

ou la derniére relation est obtenue en multipliant en haut et en bas par le complexe

. . , . . ! . , . . .
conjugué¢ du dénominateur. Pour avoir Z; = Z,,, les parties réelles et imaginaires des
deux complexes doivent étre égales d’oul

,_ R | [ RL
OR? 4 [2w? OR? 4 [2w?

2. Avec un condensateur C’ & la place de la bobine L', 'impédance équivalente qu devient

1 J
Z. — R gl
o R+jC"w h C'w

Les deux dipoles sont équivalents si

RL2w? ¢ 1 R?Lw
= —— e — = .
R? + L2w? C'w  R24 L2w?

R/

La deuxiéme égalité est impossible car toutes les grandeurs sont positives. Ceci traduit
la différence fondamentale entre les comportements inductif de la bobine et capacitif du
condensateur.

Exercice 2 — Résonance en tension dans un circuit RLC

1. Avec e(t) = Eycos(wt), on a directement

(t) = E(] GJWt .

1

2. On passe en complexe et on simplifie le circuit de maniére & faire apparaitre un pont
diviseur de tension.

L Zéq
— WA} :
i(t) ) i(t)
e(t) C ::Iuc(t) N }(t) Zeo ::}m(t)
,J7 77 /‘I‘/ i




TD E4 — Régime sinusoidal forcé, résonance

On a
Z
uc(t) = ﬁg(t), avec Zg = R+ jlw,
d’ou
e(t)
t) = = .
uelt) = T 7e0r 1 iROw

3. En RSF a la pulsation w, on a

d o

- w

dt ] Y
d’ou

d? d
(1-LCW*+jRCw)us(t) = e(t) & (LC@ + RC& + 1) ue(t) = e(t).
N
+LCY +ROE

On reconnait ’équation différentielle d’un oscillateur amorti de pulsation propre wq et de
facteur de qualité @), soit

d%ue wo due
TR

(t) + wiuc(t) = wie(t), avec wy=—— et Q= —1/—.

4. Avec les notations introduites précédemment, on obtient

5. On évalue H en w = wy :

Hjuw) = % Q. don [Gln) = Q] et [plwn) = -2
6. On a
1
G(w) = |H(ji)| = S
J0-2)"+ ()
On pose

f@%:ﬂ—ﬁf+(£)a avec 1= —.

La fonction G est maximale en w, si f est minimale en x, = w, /wy, car la fonction racine
est croissante et la fonction inverse est décroissante.
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TD E4 — Régime sinusoidal forcé, résonance

f admet un extremum s’il existe une valeur x, de x qui annule la dérivée premiére de f,
c’est-a-dire si

/ — _4p(1 — 22 2_$: T - L =
() = ~4x(l %) + 5 =2 (2( 1)+QQ) 0

On cherche une racine z, réelle strictement positive, donc solution de

Cette équation n’admet des solutions réelles que si
1
V2

On garde alors la racine positive si cette condition est vérifiée

Q >

1
2Q)?

Par ailleurs on a f(0) =1 et liril f(z) = 400, donc cet extremum est un minimum.
T—r+00

Ty =4/1

Dans le circuit RLC série, il existe une résonance en tension aux bornes du
condensateur a la pulsation!?

1
wr:wmll—TQQ si Q>

7. Dans le cas o1 Q > 1, on a

-

Wy X Wo.

8. En BF, c’est-a-dire pour w — 0, on a

H(jw) ~ L,| dou Gw) ~ 1 et @w) ~ 0.

Ceci est cohérent avec le circuit équivalent qui devient

e(t) C ——|uc(t) ﬁ e(t) uc(t)

h h o

1. La pulsation de résonance w, est différente de la pulsation propre wgy du circuit.

2. En RSF, la limite entre un circuit résonant et un circuit non-résonant est bien a Q = 1/v/2. Il ne faut pas
confondre avec le régime critique qui fixe la limite entre le régime pseudo-périodique et le régime apériodique
pour @ = 1/2.
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TD E4 — Régime sinusoidal forcé, résonance

On retrouve bien uc(t) = e(t).
En HF, c’est-a-dire pour w — 0o, on a

W W
H(jw) T d'ou G(w) e T 0 et pw) o~

Ceci est cohérent avec le circuit équivalent qui devient

L
O—W—b—:— o—c/
i(t) R I3
e(t) C :}LC(Q H@F lc(t) }LC(t)
as as as

On retrouve bien uc(t) = 0.

9. Avec Python, on obtient les graphes représentés ci-dessous (tdE4-ex02.py).

Résonance en tension aux bornes du condensateur

101 — Q=05
8 Q=2
— Q=10
O 6
c
®
O 41
2_
o_
©
%2}
©
<
o

102 103 104
Fréquence (Hz)

Comme attendu, il n’y a pas de résonance pour Q = 1/2 < 1/4/2.

Exercice 3 — Parameétres d’une résonance

Dans un circuit RLC série, la pulsation de résonance est la pulsation propre wy du circuit. Le
facteur de qualité @ se déduit de la bande-passante Aw & —3dB avec () = wy/Aw. Finalement,
I'amplitude maximale a résonance est telle que I,,,(wg) = E/R. Avec

L tQ_iﬁ
“=Vie O YT RV

on a

E RQ 1
, L=— e (C= .
]m(WO) Wy RQWO
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TD E4 — Régime sinusoidal forcé, résonance

Graphiquement, on lit wy &~ 10*rad - s7', Aw ~ 5 x 103rad - s, I,,(wp) ~ 0,85 mA, d’ou
Q~2et

[ R~29kQ, L~059H et C~I170F|

Exercice 4 — Impédances équivalentes

1. On procéde par étape :

1
Zi=BRt-m0 4 T jow O feT AT

d’ou

_ 1+43jRCw — R*C°w?
e Cw(1l + jRCw)

2. De méme, on obtient

o 1-— L(Cl + Cg)w2
=ea jOQW(]_ - LC’le) ’

3. De méme,

1— Llcocle
= j(Co+ Cr)w [ —— )
J(Co + 1)W< 1= 1,00

M-

Exercice 5 — intensité et tension en phase

On passe en complexe et on simplifie le circuit pour se ramener a une unique impédance

équivalente Z.

Ry




TD E4 — Régime sinusoidal forcé, résonance

On a (...)
Zo = Ri+ (Ry + jLw) ((1 — LOW?) — jRng)'
) (1= LCw?)? + (RyCw)?

La loi d’Ohm complexe s’écrit e(t) = Z,i(t) : les tension e(t) et intensité i(t) sont en phase si

la partie imaginaire de Z,, est nulle, d’ou

Lw(l — LCw?) — R5Cw =0, soit |L(1 — LCw?*) = R3C.

Exercice 6 — Circuit RLC parallele

Par définition, la charge du condensateur s’exprime ¢ = C'u ot u est la tension aux bornes
du condensateur. Pour déterminer la tension u, on passe en complexe et on simplifie le circuit
de maniére & faire apparaitre un pont diviseur de tension.

r T
1 |
| | | |

4() %L u{::(] |:|R & QT() u[

On obtient (...)

R
e 1 Rr |C
R+r
u = , avec wyg=— et = =
B 1+jQ<i—ﬂ> ’ v LC © R+rV L
wo w
L’amplitude @Q,, de la charge ¢ du condensateur est donc

QO RCEO

, avec Qo= .

oo w)? R+r
1@ (2 -2)

On reconnait une forme analogue a l'expression de I'amplitude de l'intensité dans un circuit
RLC série : il y a toujours résonance a la pulsation wy.

Qm:

Exercice 7 — Etude d’un circuit en régime sinusoidal forcé

1. On passe en complexe, puis on procéde par étape, en calculant les impédances équivalentes
Z, et Z, aux deux branches du circuits, puis I'impédance équivalente Z a l’association
en paralléle de Z, et Z,.

6/11



TD E4 — Régime sinusoidal forcé, résonance

On obtient (...)

1 1 1 ) 1

Zzz—l—l—z—z, avec Z; =R+ jLw et ZQZR—FJ,C—M,
d’ou

y_ L1 1 — LOW? + 2jRCw

Z R 1-LCw+jw (L +RO)

2. Les intensités complexes i, (t) et i,(t) s’obtiennent & I’aide d’un simple pont diviseur de
tension

d’ou

. 1+ jRCw , , jRCw — LCW? ,
= b |iy(t) = ).
W) =T Tewr s oyrow 0| et L) = e o R <Y

On vérifie le comportement asymptotique :

e en BF (w — 0), la bobine est équivalente & un fil et le condensateur & un interrupteur
ouvert, d’ot immédiatement i, (t) = i(t) et i,(t) = 0. Or

JRCw . _
BF 1 i(t) ij 0;

i(0) o 7O =i0) et iy(t)

BF
e en HF (w — 0), la bobine est équivalente & un interrupteur ouvert et le condensateur
a un fil, d’ou 4,(t) = 0 et iy(t) = i(t). Or

, jRCw | 4 —LOW? =
0(t) Hr —LC’wQQ(t S Ut i (t) e —LC’wZZ(t) = 4(0).

3. Le rapport des amplitudes complexes

L u() Y, Z (1+ jRCOW)(LCOW? 4 jRCw)

Z, (LCw?)? + (RCw)?

|~
)
|
'S
—~
~
SN—
=<
)
N

est imaginaire pur si sa partie réelle est nulle, soit

L
LOw? — (RCw)®* =0, dou |RC = ok
On a alors
L 1+ LCW?
I, jRCW((LOw?)Q T <Rcw>2)‘
=0
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Puisque

I
!
bo |

I
Mg<f)==mgh—a@lzet arg(—j)
=2

on a bien

argl, —argl, = g

Les deux intensités sont déphasées de /2.
4. On cherche une relation entre w, L et C', pour laquelle I,,,; = I, c’est-a-dire telle que
1 Z

L| |z,

1
=1 e ZP=1ZF e B0 =R

d’ou finalement

Exercice 8 — Alimentation d’un électroaimant de levage

1. On passe en complexe et on simplifie le circuit pour faire apparaitre un pont diviseur de

courant.
C C
[ | | |
[ [
7;/ Z/
— S, = -—r S,
: R_. L Zeq
électroaimant
On a alors
_1
[—— 2. p Z. =R+ jL
L= ol avec  Lgq = v+ jLlw,
Z_+«7 w
—eq
d’ou

I'=(1-LOWw* + jRCw)L.

2. On cherche la valeur de C pour laquelle Pamplitude I/, = |I'| est minimale, ce qui revient
a chercher le minimum de |1 — LCw? + jRCw| si I,, est fixé. Si |1 — LCw? + jRCw| est
minimal, son carré ’est aussi : on étudie donc la fonction

f(C) = (1 - LOw*)? + R*C?w?.

On a
ﬂf:zuﬁuxw?—n+23%m2
dC '
On cherche la valeur de C' qui annule la dérivée d’ou
L
¢= L2w? + R?’
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TD E4 — Régime sinusoidal forcé, résonance

3. On a

I, = /(1 = LCw?)? + (RCw)

AN.: I’ =25x 1073 x I, = T6mA, soit 400 fois moins, ce qui est beaucoup plus
raisonnable. En réduisant l'intensité dans les cébles d’alimentation d’un facteur 400, la
puissance dissipée par effet Joule dans ces mémes cables est réduite d’un facteur 4002 =
1,6 x 10°, ce qui représente une économie importante. La puissance dissipée par effet Joule
dans ’électroaimant n’est malheureusement pas réduite par ’ajout du condensateur.

4. On se raméne a une unique impédance équivalente Zg,.

C
H
i ZIéq l”
— — g — >
R L

,,,,,,,,,,,,,

électroaimant

L’impédance équivalente a 1’association électroaimant-condensateur est alors telle que

TS B SR /"
Zi,  Zeg VYT Ryjlw | R4 LW

en remplagant C' par sa valeur. On obtient

1 R .. L2w?
N N U R T
—€q

L’'impédance équivalente est celle d'une résistance équivalente Req.

Exercice 9 — Largeur du pic de résonance

1. On pose © = w/wy et on cherche les valeurs 2, et z, de @ telles que I, (x) = Iy/v/2 :

1
Rt =

to 1
V2 \/1+Q2($_l)2 V2
2

- N\ 1
rT——| ==
Q#0 T Q?

() =

1 1
& r-—=+4—
T . 0
2 T
& rF--—-1=
x#0 :FQ
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On reconnait un polynéme du deuxiéme ordre en x, dont les racines (...) sont au nombre
de quatre

a‘;-:l:—j: 4@2

Seules les solutions (+, +) et (—,+) sont positives, d’ou

/ / 1
1+4Q2+— et x_ = 1+@——

1
Ar=x, —x_=—, dou Aw:woAaf;zﬂ.

Q' Q

On a alors

2. On pose aussi * = w/wy, et on a alors
B e
m 2 02 2)2 2"
2 = 1—2%)+zx
(1—a2)*+ <§> Q( )

Avec 1 —2? = (14+x)(1 —x2) ~ 2(1 — ) car x ~ 1 au voisinage de la résonance, on obtient

U2 Q2E2 _ QQEg B Q2Eg
4?1 — )2+ 2?2 4Q*(1—x)2+1 | 4402 (1_0%0)2’

ol ’expression obtenue est une lorentzienne. La deuxiéme approximation reste raisonnable
tant que 4Q*(1 — x)? > 2(1 — z), c’est-a-dire si Q est suffisamment grand (...). On
peut vérifier graphiquement que l’approximation est raisonnable en tragant U2 et la
lorentzienne pour quelques valeurs de @ (cf. ci-dessous : en tireté, la fonction exacte;
en trait plein, la lorentzienne. Sur le graphique, ’écart est notable pour () = 1 mais les
courbes semblent bien superposées pour ) = 100).

1.2 1

0.0

0.900 0.925 0.950 0.975 1.000 1.025 1.050 1.075 1.100
X
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Une fois cette approximation réalisée, on cherche les valeurs x, et z_ de x telles que

Un(z) = QFEy/V/?2, c’est-a-dire

QFE, 1 1
U, = = = -
(%) V2 o est 14402 (1— x)2 2

& 144Q°(1—12)* =2

¢>;ﬁ—2x+1—1%5:0
Ce polynoéme admet deux racines (...) réelles et positives (Q > 1)
1
ry=1% @,
d’ott comme précédemment
w
Aw = %.
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