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TD E3 — Circuits du deuxieme ordre

Exercice 1 — Résolution d’équations différentielles

L’une des grandeurs électriques z(t) d’un circuit vérifie '’équation d’un oscillateur harmo-
nique de pulsation propre wy sans second membre.

1. Donner 'équation différentielle vérifiée par x(t). L’écrire sous sa forme canonique.

2. La résoudre dans les cas suivants :

2.a. Pour 2.b. Pour 2.c. Pour
x(0) = xo, z(0) =0, x(0) = xo,
dx dx dx

3. Faire de méme dans le cas ou I'équation différentielle posséde un second membre wiXj.

Exercice 2 — Oscillations et facteur de qualité

On considére un circuit RLC série peu amorti, de pulsation propre wy et de facteur de qualité
(). L’expression de la tension uqs(t) aux bornes du condensateur est de la forme

uc(t) = Une /7 cos(Qt + ¢).
1. Rappeler les dimensions et unités de 7 et Q. Etablir leurs expressions en fonction de la
pulsation propre wy et du facteur de qualité @), puis en fonction de R, L et C.

2. Que peut-on dire de la pseudo-période des oscillations dans le cas ot @) > 17

3. On suppose que les oscillations restent visibles tant que leur amplitude reste supérieure a
5% de 'amplitude initiale. Exprimer la durée Ts9 pendant laquelle les oscillations sont
visibles, en fonction de wy et Q.

4. En déduire 'expression du nombre N d’oscillations observées pendant le régime transitoire
en fonction du facteur de qualité.

Exercice 3 — Caractéristiques de signaux sinusoidaux

Un signal sinusoidal peut s’écrire sous la forme s(t) = Acos(wt + ¢). On appelle alors A
I’amplitude du signal, w sa pulsation et ¢ sa phase. Plus précisément ¢ désigne la phase initiale,
ou phase a l'origine, quand le signal est écrit sous cette forme avec A > 0 et w > 0.

1. Donner 'amplitude, la période, la fréquence et la phase initiale des signaux suivants. Le
temps est exprimé en secondes.
e 51(t) = 15cos(1007t + 0,5) ; e s3(t) = 2sin(1207t — %) ;
o s9(t) = 5sin(7,854 x 10%); e s4(t) = 15 cos(2007t) — 5sin(2007t).

Aide : pour s4(t), on pourra mettre \/15% + 52 en facteur.

2. Donner la phase initiale d'un signal sinusoidal de période T' qui, a l'instant ¢t =
la moitié de sa valeur maximale et est croissant.

T
7 vaut
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TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

Exercice 4 — Connexion d'une bobine a un circuit RC paralléle

Le circuit représenté ci-contre est alimenté i
depuis trés longtemps par un générateur de R g(
tension continu de f.é.m. E et de résistance in- |:| R u——c
terne R. A t = 0, on ferme l'interrupteur et T
o iy ) . et L
on suit a 'oscilloscope ’évolution de la tension

u(t) aux bornes du circuit RLC paralléle ainsi
obtenu.

On donne quelques valeurs : £ =5V, R =10k et C' = 100nF.

Donner la valeur de u(t = 07). Justifier.

Donner la valeur vers laquelle doit tendre u(t) en régime permanent. Justifier.

Montrer que % (¢ = 0%) = 0.

Etablir, 'équation différentielle vérifiée par wu(t) aprés la fermeture de l'interrupteur.

L’écrire sous sa forme canonique et donner ’expression de la pulsation propre wy et du
facteur de qualité Q).

Ll

5. Etablir une inégalité vérifice par R, L et C' pour que l’on observe un régime pseudo-
périodique. On suppose cette inégalité vérifiée pour la suite.

6. Parmi les courbes représentées ci-dessous, identifier celle qui convient. Justifier.

Courbe 1 Courbe 2
5 2.5
4 4 2.04-\
3 1.5
2 1.0 -
= ) -
s 1 g 057
0 0.0 - N~ ~—
N~
-1 —0.5 A
-2 - —-1.0 1
-3 r r r r r r r -15 r r r r r r r
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
t (ms) t (ms)
Courbe 3 Courbe 4
5 8
4 1 7
37 6
2 -
—_ 5 T
S 17 s
= =4
~ -~
S 01 s
3 -
_1 .
-2 21
—3 1
-4 . . . . . . . 0 . . . . . . .
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0
t (ms) t (ms)

7. Représenter l'allure de i(t), sans établir ni résoudre d’équation différentielle.
8. Proposer une estimation de la valeur de I'inductance L.

9. Résoudre I'équation différentielle pour donner 'expression de wu(t) pour ¢ > 0.

2/6



* Kk

*

TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

Exercice 5 — Pont de Wien en régime transitoire

On considére le circuit représenté ci-contre R
en t = 07. L’interrupteur est initialement ou- gy
vert et le condensateur C” est chargé sous une UOI:: c’ ——C R| ||u®
tension Uy = 3V tandis que le condensateur C'

est déchargé.

La capacité des deux condensateurs est la méme C' = C’ = 100nF. On prend R = 10k) et
on pose 7 = RC'. A l'instant t = 0, on ferme 'interrupteur.

1.

Déterminer sans calcul les valeurs de la tension u(t) pour ¢ = 0% et lorsque le régime
permanent est atteint, c¢’est-a-dire quand t — oo.

Montrer que 'équation différentielle vérifiée par u(t) pour t > 0 est :
d*u  3du  wu

@ rd
Préciser la valeur du facteur de qualité Q.

La résoudre pour exprimer u(t) pour ¢t > 0 et représenter graphiquement w(t).
Déterminer 'instant ¢, pour lequel u(t) passe par un maximum.

Exercice 6 — Régime pseudo-périodique

On considére un circuit composé d’une ré-
sistance R, d'une bobine d’inductance L et
d’un condensateur de capacité C. On soumet
le circuit & un échelon de tension tel que :

0 sit<O0;
e(t) = .
E sit>0.

Justifier qu’a ¢t = 07, la charge ¢ et l'intensité ¢ sont nulles.

. Etablir 'équation différentielle vérifiée par la charge ¢ du condensateur pour ¢ > 0. On

posera wy = \/% et v = %.
Donner les valeurs de ¢ et de sa dérivée premiére en ¢t = 0. Justifier.

Donner la condition portant sur wy et v pour laquelle on observe un régime transitoire
pseudo-périodique. On supposera cette condition vérifiée pour la suite.

Montrer que I'expression de la charge pour t > 0 peut se mettre sous la forme
q(t) = (Acos(wt) + Bsin(wt))e " + D,

ou on exprimera w, A, B et D en fonction de C, F, wy et ~.

Exprimer I'intensité i(¢) dans le circuit pour ¢t > 0 en fonction de C, E, wy et 7.

. Représenter graphiquement ¢(t) et i(¢). Quelles sont les valeurs atteintes aprés le régime

transitoire 7 Justifier par des considérations simples.

Déterminer I’énergie totale W fournie par le générateur ainsi que ’énergie £, emmagasi-
née dans la bobine et le condensateur aprés le régime transitoire en fonction de C' et E. En
déduire I’énergie dissipée par effet Joule dans la résistance. Ces résultats dépendent-ils du
régime dans lequel se trouve le circuit 7 Interpréter le résultat qui apparait quand R — 0.
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TD E3 - Circuits du deuxiéme ordre

*x*x*x Exercice 7 — Circuit a deux bobines

* Kk

L’interrupteur est ouvert depuis un temps
trés long. On le ferme a 'instant ¢t = 0.

1. Déterminer les intensités avant et apreés

fermeture de l'interrupteur.

2. Déterminer les intensités en régime per-

manent, c¢’est-a-dire quand ¢t — oo.

3. Relier s(t) a i3(t), puis a is(t). En déduire i5(t) et 9
4. Relier i1(t) et iy(t). En déduire

dt

1D

i

en fonction de R ,L, s(t),4

en fonction de R L iy et d”

vdt

tdZ

5. Montrer que % + 92 + 95 — () (on pourra s’aider d'une loi des mailles). En déduire que

jo = 3Lds 4 2s
2T Ra R*

6. Trouver une EDL vérifiée par s(t) et la résoudre.

Exercice 8 — Réponse d’un circuit RLC

Le circuit représenté ci-contre est alimenté
par un générateur de tension continu de f.é.m.

E. On suppose que l'interrupteur est ouvert
depuis trés longtemps. A linstant ¢ = 0, on ET

ferme l'interrupteur.

[

Jr =

On suppose que RC' = L/R = 7. Exprimer U'intensité i(¢) du courant pour ¢ > 0.

Coups de pouce

Eléments de correction

Ex.11. &2 4022 =0;2a o) =
xocoswot; 2.b. xz(t) = —((sinwgf
2.c. z(t) = zpcoswot + - ((’) sin wot ;
3.a. z(t) (xo — Xo)coswot +
X(JZ 3.b. J/(ZL) — —X(J coswot +
:7((), sinwot + Xo; 3.c. x(t) = (zo —
Xo) coswpt + L—: sin wot + Xo.

Ex.2 1. [7]=T,[Q =T 7=

2Q/wo, Q = w()\/l—ﬂbz, wo =

I/VLC, Q = £/ &3 2. T ~ To;
3. Ts = 22In20; 4. N ~ Q.

Ex.3 1. Ay = 15, 71 = 0,02s,
fi = B0Hz, p; = 0,5rad; Ay =
5 To = 08ps, fo = 1,25 MHz,
o = —m/2; Az = 2, T5 = 16,7 ms,
fg = ()OH/ Y3 = —3%’/1 144 =
V152 + 52, T, = 1ms, f4 = 1kHz,
tanpy = 1/3; 2. ¢ = —57/6.

Ex.4 1. u(t
lim u(t) = 0
t—o00

= 0f) = £; 2

;3. Gt =0%) =0;

dt

2
4 d“u wo du

T\

um

T O ar +¢u0’u =0, wg =

1 L
— Q = \/7 . R > (,
ourbe 2; 8. L ~ 047H; 9. u(t) =
2 ’”((()s()/ + & st/) = 29

@

2Q°

gZZW(M/‘lfw.

— 0+ — - _
Ex.5 1. u(t=0") =0, nggzz(t) =

0; 2. Q =
[7()

%

3—V5

—3+V5
- (e 27 b —

” In <13+ﬁ> ~ (0,86 ms.

1/3; 3. u(t) =
ef:g‘zfrv"f>: 4. t, =

Ex.6 2. 49 42,9 1 20 = CF;

dt?

dt

3.q(t=0%) =0, %t =0%) =0;

4w>7;5 w=w-9% A=
~CE, Bffﬂ(“E/\/iAZ D =
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CE; 6. i(t) = ('EP’"’sm(

7. hm q( ) = (‘E hlllr\l(f)

W= OR?, &0 — Cp /2 = &).

wf.
);

)
8.

EX 7 1. l(() >_71(0 >:75(0_
ﬁ, i2(0~ ) i4(07) = 0; 7?(0+
i1(07) = i5(0T) = £, ix(0)
i4(0+) 0; 2. L(:X,) = 41(

3 S = Rf;; = L% j;j =

d _1ds s . di o

ﬁ = EﬁJrI,f—l. [;ﬁ =

G- St die G5ty
wis = 0, w0 = iz, Q = V3/4
s(t) = —'T <(f:slzt + (%7%1")

Ex. 8 TW; ordi 4 9

i(0) = 0, %(0%) = B/L
E

2—”/7( Ccos = +51nt)+‘
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TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

Exercice 9 — Encore un RLC

On considére le circuit représenté ci-contre, )
ot le condensateur est initialement déchargé. ET() R ——C
Le générateur fournit un échelon de tension, I
en passant de 0 a K at = 0. 0000

1. Etablir 'équation différentielle vérifiée par l'intensité du courant i.

2. L’écrire sous forme canonique en introduisant deux grandeurs wy et () que 'on interpré-
tera.

3. Justifier qualitativement ’expression du facteur de qualité.
4. Donner la valeur de l'intensité 7 et de sa dérivée & 'instant initial. Justifier.

5. En supposant () = 2, donner I’expression de i(t) et tracer son allure.

Exercice 10 — Résolution numérique d’'une équation différentielle du
deuxiéme ordre

Pour résoudre numériquement une équation d’ordre n, I'idée est de se ramener & un systéme
de n équations différentielles du premier ordre, portant sur la grandeur a calculer et ses dérivées
successives. Par exemple, I’équation vérifiée par la tension u(t) aux bornes du condensateur d'un
circuit LC sans source s’écrit :

d?u
En posant z(t) = u(t) et y(t) = $%(t) = u(t), cette équation peut s’écrire sous la forme d’un

systéme de deux équations couplées du premier ordre :

dz

ou, sous forme vectorielle avec V (t) = (x(t)) ;

dv (t) y(t)
0= (50) = (20 = Fovo
La résolution numérique passe par une discrétisation du temps : I'instant ¢ devient 'instant
t, = kot, on 6t est le pas de temps utilisé, et on note zy = x(tx) et yr = y(tx). On peut alors
calculer numériquement les valeurs de x; et y, en procédant par itération avec la méthode
d’Euler explicite par exemple. On peut aussi utiliser la fonction odeint! de la bibliothéque

scipy.integrate, dédiée a la résolution d’équations différentielles.
Le programme mwe_odeint.py donne un exemple de résolution du systéme précédent.

1. La fonction odeint a vocation a étre remplacée par la fonction solve_ivp, plus flexible, mais aussi plus
lourde & implémenter. Par ailleurs seule la fonction odeint est au programme.
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TD E3 — Circuits du deuxiéme ordre

On s’intéresse a un circuit RLC série sans source, caractérisé par sa pulsation propre wy et
son facteur de qualité Q).

1.
2.

5.

Donner I'équation différentielle vérifiée par la tension u(t) aux bornes du condensateur.

Réécrire cette équation sous la forme de deux équations différentielles du premier ordre
— du

couplées portant sur z(t) = u(t) et y(t) = G (t).

Ecrire la fonction oa_sans_source(V,t) associée a ce systéme, ot V est le vecteur défini
précédemment.

Résoudre numériquement ce systéme afin d’obtenir I’évolution temporelle de u(t) pour
wo = 21 x 10Hz et @ = 30. On prendra u(0) =1V et ‘é—ﬂo = 0.

Représenter graphiquement ’évolution de ().

Le circuit est maintenant alimenté par une source idéale de tension de f.é.m. e(t).

6.

7.
8.

Reprendre les questions précédentes dans le cas ou e(t) = E'sin(wt), avec E = 0,5V et
w = 1,25wy. Commenter l'allure de u(t).

Mesurer la fréquence du signal en régime permanent. Commenter.

Les conditions initiales ont-elles un effet sur 'amplitude du signal en régime permanent ?

scipy.integrate.odeint(F, VO, t)

Intégre un systéme d’équations différentielles du premier ordre de la forme :

av \ p
O =FV.1), o V()= (f)

paramétres

F : fonction qui donne la dérivée de V en ¢;
VO : conditions initiales sur V' ;

t : liste des instants auxquels calculer V.

renvoie

V : tableau contenant len(t) vecteurs V, calculés aux instants de t.
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