LycktE CLEMENCEAU — MPI/MPT* SAMEDI 23 SEPTEMBRE 2023

D.S. N°1 DE MATHEMATIQUES

Durée : 2 heures. Les calculatrices sont interdites.
On attachera un grand soin a la rédaction. En particulier, chaque résultat ou conclusion devra étre encadré.
On peut toujours admettre les résultats des questions précédentes pour traiter les questions suivantes.

Exercice 1

n
On note, pour tout n € N*, H,, = Z z et on admet que la suite (H,, — Inn) converge vers un réel noté ~.
k=1
On rappelle que 2 < e = exp(1) < 3.

1. Dresser le tableau des variations de la fonction

1
f:]0,40[= R, z+— %

1 1
2. Quelle est la nature des séries » an et Z(—l)”—nn 7
n n

3. Montrer que, pour tout n > 3,

In

D0 ED < Lo+ 1)) - Smmp? < 22

<

Soient, pour chaque n supérieur ou égal a 3,
n

Ink 1
Sn:ZT et un:Sn—i(lnn)Z.
k=3
4. Déterminer un équivalent de S,, quand n tend vers co.
5. Montrer que la suite (u,) est convergente, de deux manieres :

(a) en utilisant le théoréme de la limite monotone ;

(b) en utilisant une série télescopique.

n
Ink
Soit, pour chaque n supérieur ou égal a 3, T,, = Z(—l)kn?.
k=2

6. Montrer que, pour tout n supérieur ou égal a 3, T, = H, - In2 4 S,, — Sa,.

7. Montrer que la suite (Tsy,) converge et déterminer sa limite.



Exercice 2

1. Déterminer ’ensemble de définition de la fonction

+Ool‘k
o xHU(m):Zﬁ.
k=1

2. Exhiber deux nombres réels « et § tels que
* T 2 1
Vn € N¥, (at® 4 Bt) cos(nt)dt = —.
0 n
3. Montrer que, si t €]0, 7], alors
" sin ((Qn;rl)t) )
VYn € N*, Zcos(k:t) =— < — -

po 2sin (%) 2’

4. Démontrer le lemme de Riemann-Lebesgue : si ¢ est une fonction de classe C! sur [0, 7], alors

s

lim ©(t) sin(zt)dt = 0.

r—r+00 0
5. Montrer que la fonction ¢ définie sur [0, 7] par

t2 — 27t

~ drsin (2)

e(0)=-1 et Vte€l0,n], ¢(t)

est de classe C!.

6. Conclure que

Exercice 3

Pour chacune des propriétés suivantes, dites si elle est vraie ou fausse. Et prouvez votre réponse.
. Si la série > u, converge, alors la suite (u,) tend vers 0.
. Si la série > (upq1 — up) converge, alors la suite (uy,) converge.

. Si la suite (41 — uy,) tend vers 0, alors la suite (u,) converge.

= W N

. Si les suites (uy,) et (v,) sont équivalentes, alors les séries > u, et > v, sont de méme nature.



