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CORRIGE DU D.S. N° 1 DE MATHEMATIQUES

Exercice 1

1. La fonction f est dérivable et, pour tout = > 0, f'(x) = z 5 = 5
T x
x 0 e 400
yw) | I+ 0 =
[
y | e N\
-0 0

2. La série > an est divergente car Z% diverge et Vn > 3, an > % > 0. La suite (1’;1”) :
— est décroissante & partir du rang 3 car la fonction f est décroissante sur [e, +o0o[ d’apres la q. 1;
— tend vers 0 d’apres les croissances comparées.

Donc la série > (—1)" 22 est convergente d’apres le théoreme des séries alternées.

3. Soit n > 3. La fonction f est continue et décroissante sur [3,+oo[ d’aprés la q. 1, d’oli, pour tout
In(n+1) < Inx < Inn

x € [n,n+1], < <
n+1 T n
n+l 1 n+l | n+l
Par croissance de I'intégrale, / In(n +1) dr < / 22 < / 2 g
1 1 1 1 1
Donc % < §(ln(n—|— 1))? — §(lnn)2 < %

4. La fonction f est continue et décroissante sur [3,+oo[, d’out

pour tout n supérieur ou égal a 3. D’ou

n+1 n
/ ln—xdeS’ngln—g—i-/ 1n—gcd:c.
3 3 3

x x
Donc ) ) ) )
(In(n+1))*  (In3) <8, < In3 n (Inn)®  (In3) .

2 2~ - 3 2 2

1
En divisant chaque membre par 5(111 n)?, on obtient deux gendarmes qui tendent vers 1.

S, 1
Dot ———— —» 1. Donc | S,, ~ =(Inn)?%.
5(Inn)? 2

5. Premieére méthode (théoreéme de la limite monotone) : La suite (u,) est décroissante car

1 1 In(n+1 1 1
Unt1 — Up = Spt1 — Sy — 5(1n(n +1)% + 5(11171)2 = % - 5(1n(n +1)% + i(lnn)2
1 1))? In 3)2
qui est négatif d’apres la q. 3. Elle est minorée car S,, > ( n(n;— ) — ( n2 ) d’apres la q. 4, d’ou
2 2 2 2
w > (In(n+1))* (In3)* (Inn) > _(In3)
2 2 2 2

et cette constante est donc un minorant.



La suite (u,) est décroissante et minorée, donc convergente.

Seconde méthode (série télescopique) :

La suite (u,) a la méme nature que la série télescopique > (up — tp—1).

Or up — Up—1 = lnr(ln) — 3(In(n))? + 1(In(n — 1))2 et

(ln(n - 1))2 — (hln + 111(1 - TlL)) = (]nn) — QIHTn — hll + O(hll

n2

T3t converge. Donc’ la suite (u,) converge. ‘

2n
Ink 1112 1n 2p—1)
- T = E (-1)F— = E b g (2p , en séparant les indices pairs et impairs. D’ou
p=1

k
k=2 p=1

2n n n 2n
Zln2+1np Zln I 22 "‘Z Inp Zlnlik) :1n2.21+zlnip_2#
p=1 k=1 pzlp p=3 L

Donc ] Ty, = Hy, - In2+ S, — Soy,.

—Inn tend vers v, d’ott H, = lnn + v+ o(1). D’apres la q. 5, il existe une contante K telle que
1 1
Sn 2(lnn) + K + o(1). Par suite, SQnZQ(ln( n))?+ K +o(1) et Ty, = H, -In2+ S, — Sa, =

Inn+v+o(1)] - 1n2—|—[ (Inn)? + K +o(1 } { (In(2n))* + K + o(1 )} =yIn2 - £(In2)% + o(1).

Donc | Tz, — " In2—1.(In2)2

n—




Exercice 2 (extrait de Mines-Ponts 2023 Math 2 MP/MPI)

z z . . . s . k
1. Le réel o(x) est défini si, et seulement si, la série ) | 7> converge.
k

s k — : . . \ - € .
Si |z > 1, alors |45 | = eF |zl=21nk . +00 par croissances comparées. D’oll la série ) 72 diverge
— 00
grossierement.
. 1 k 7. N N . Y yo
Siz € [-1,1], alors | % | < 2 et la série Y 5 converge d’apres le critére de Riemann. Dot la série

k
>_ 7= converge absolument.

Donc ’ I'ensemble de définition de o est [—1,1]. ‘

2. Soit (o, 8) € R%. On note P = aX? + BX. Ainsi P’ = 2aX + 8 et P = 2.
Soit n € N*. On peut intégrer par parties (car les fonctions sont bien de classe C!) :

[ pweostonar = [Py ™00 [ S04, g [ 0] [T g
0 0

n n n2 ’I’L2

or /07r P"(t) cos(;zt) dt = {2asm(;ﬁ)]ﬂ =0et [P/(t) cos(;zt)} ’ = (_1)nPI(7;) - PO d’ou
n n 0 n o n

(=D)" @Rra+p) -6

n2

/Tr (at® + Bt) cos(nt)dt =
0

1
En choisissant = —1 et a = 5 on obtient (—1)" (27 + 8) — B =1, donc
71'

. [Tt ] 1
Vn € N¥, ; %ft cos(nt)dtzﬁ

3. Soit ¢ €]0,7]. Alors sin & # 0. Par récurrence :
e Initialement, sin (t + %) = sin % cost + sintcos % = sin % cost + 2sin % cos? %, d’ou
3t 1
sin (5 1 1 1 t
#ﬁff:fcoszﬂrf 2cos’ = — 1) =cost = E cos(kt).
2sin (5) 2 2 2 2 Pt

e Supposons que I’égalité soit vraie & un rang n. Alors

n+1 sin (L;rl)t) 1 sin ((n + 1)t — i) + 2sin (i) cos((n+1)t) 1
kz:;COb(]{}t) = W_§+COS((R+1)TS) = . 2sin (%) : _5

Or sin ((n+ 1)t — %) = sin ((n + 1)t) cos (%) — cos ((n + 1)t)) sin (£) donc

sin ((n+ 1)t — §) + 2sin (&) cos (n+1)t) = sin((n+ 1)t)cos (£) + sin (§) cos ((n + 1)t)
= sin((n+1)t+ %)
sin ((2n;—3)t>

D’ou I’égalité au rang n + 1. . _
e On conclut que N MLC

in (20 Do de o

Vn € N¥, Zcos(kt) = — -

1
in (L 2 RN
k=1 2sin (3) 2 AU\,\,@_(‘-L r&faQ .
. . o . . —cos(zt) .
4. Soit un réel x > 0. On effectue une intégration par parties avec les fonctions ¢ et t — ———
x

sont bien de classe C! :

/O " () sin(at)dt = {w(t)_msm)} + /O "o ()@ gy %qp(m_égp(ﬁ) cos(m:)—#é /O " /(1) cos(at)dt.

T



e Le premier terme tend vers 0 si x tend vers 4oc0.
e Le deuxieme aussi d’apres le théoreme des gendarmes car

0< é lo(m) cos(mx)| < i ()]

e Enfin

/ o' (t) cos(xt)dt’ < / |’ () cos(xt)| dt < / |¢’(t)| dt qui est une constante K ne dé-
0 0 0

1 g K

pendant plus de x. Ainsi 0 < — / o' (t) cos(xt)dt’ < —. D’apres le théoreme des gendarmes,
x| Jo x

1 ™

- / ¢’ (t) cos(zt)dt tend vers 0.

T Jo

On a ainsi prouvé le lemme de Riemann-Lebesgue.

—27t
~ 1= ©(0). Elle est dérivable sur |0, 7] et
t—0 27t t—0

. La fonction ¢ est continue en 0 car ¢(t)

o (2t —2m)sin(t/2) — (1/2)(t% — 27t) cos(t/2)  4(t — ) sin(t/2) — (t* — 2t) cos(t/2)
ve €l0al (1) = A sin®(¢/2) - 87 sin(1/2) '

Quand t tend vers 0,

At — ) sin% (2 —2mt) COS% — At — ) (; +o (t2)> — (2 = 2mt) (1 £ ot) = £2 + o(t2) ~ £

t2 1
—. Le théoreme de la limite de la dérivée s’applique, donc ¢ est dérivable

9 A /
dott (1) 8m(t/2)2 t—0 27

en 0, ¢'(0) = by et ¢ est continue en 0. Or ¢’ est continue aussi sur |0, 7).

Donc ’ ¢ est de classe C! sur [0, 7). ‘

n—oo

- [T T (@n+ 1)t ™12 — ot
Sy = kz_:l/o (27r - t) cos(kt)dt = /0 sin (2> p(t)dt —/0 Tdt

d’apres la question 3. La fonction ¢ est de classe C! d’apres la question 5, d’olt le lemme de Riemann-

Lebesgue s’applique :
4 . ((2n+ 1)t
t dt
/0 (t) sin < 5 — 0

™12 — 2mt 3rt? — 31" 3n® — 2
donc S, —>0—/ Tat= |2 =" " Donc O’(].)Zl
n—00 0 4 127 0 127

—+o0 o0 T 2
1 t
. D’apres la question 2, o(1) = E =i E / (2 — t) cos(kt)dt = lim S, ol
k=1 k=170 T
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