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Exercice 1

1. La fonction f est dérivable et, pour tout x > 0, f ′(x) =
1
x · x− 1 · lnx

x2
=

1− lnx

x2
.

x 0 e +∞
y′(t) || + 0 −

||
y || ↗ 1/e ↘

−∞ 0

2. La série
∑

lnn
n est divergente car

∑
1
n diverge et ∀n ≥ 3, lnn

n ≥ 1
n ≥ 0 . La suite

(
lnn
n

)
:

— est décroissante à partir du rang 3 car la fonction f est décroissante sur [e,+∞[ d’après la q. 1 ;
— tend vers 0 d’après les croissances comparées.
Donc la série

∑
(−1)n lnn

n est convergente d’après le théorème des séries alternées.

3. Soit n ≥ 3. La fonction f est continue et décroissante sur [3,+∞[ d’après la q. 1, d’où, pour tout

x ∈ [n, n+ 1],
ln(n+ 1)

n+ 1
≤ lnx

x
≤ lnn

n
.

Par croissance de l’intégrale,

∫ n+1

n

ln(n+ 1)

n+ 1
dx ≤

∫ n+1

n

lnx

x
dx ≤

∫ n+1

n

lnn

n
dx.

Donc
ln(n+ 1)

n+ 1
≤ 1

2
(ln(n+ 1))2 − 1

2
(lnn)2 ≤ lnn

n
.

4. La fonction f est continue et décroissante sur [3,+∞[, d’où∫ n+1

3

lnx

x
dx ≤

n∑
k=3

ln k

k
et

n∑
k=4

ln k

k
≤

∫ n

3

lnx

x
dx,

pour tout n supérieur ou égal à 3. D’où∫ n+1

3

lnx

x
dx ≤ Sn ≤ ln 3

3
+

∫ n

3

lnx

x
dx.

Donc
(ln(n+ 1))2

2
− (ln 3)2

2
≤ Sn ≤ ln 3

3
+

(lnn)2

2
− (ln 3)2

2
.

En divisant chaque membre par
1

2
(lnn)2, on obtient deux gendarmes qui tendent vers 1.

D’où
Sn

1
2 (lnn)

2
−→ 1. Donc Sn ∼ 1

2
(lnn)2.

5. Première méthode (théorème de la limite monotone) : La suite (un) est décroissante car

un+1 − un = Sn+1 − Sn − 1

2
(ln(n+ 1))2 +

1

2
(lnn)2 =

ln(n+ 1)

n+ 1
− 1

2
(ln(n+ 1))2 +

1

2
(lnn)2

qui est négatif d’après la q. 3. Elle est minorée car Sn ≥ (ln(n+ 1))2

2
− (ln 3)2

2
d’après la q. 4, d’où

un ≥ (ln(n+ 1))2

2
− (ln 3)2

2
− (lnn)2

2
≥ − (ln 3)2

2

et cette constante est donc un minorant.



La suite (un) est décroissante et minorée, donc convergente.

Seconde méthode (série télescopique) :

La suite (un) a la même nature que la série télescopique
∑

(un − un−1).

Or un − un−1 =
ln(n)

n
− 1

2 (ln(n))
2 + 1

2 (ln(n− 1))2 et

(ln(n− 1))2 =

(
lnn+ ln(1− 1

n
)

)2

= (lnn)2 − 2
lnn

n
− lnn

n2
+ o(

lnn

n2
).

D’où un−un−1 ∼ − lnn
2n2 qui ne change pas de signe. De plus la série

∑
lnn
n2 converge. Donc la suite (un) converge.

6. T2n =

2n∑
k=2

(−1)k
ln k

k
=

n∑
p=1

ln 2p

2p
−

n∑
p=1

ln(2p− 1)

2p− 1
, en séparant les indices pairs et impairs. D’où

T2n = 2×
n∑

p=1

ln 2 + ln p

2p
−

2n∑
k=1

ln(k)

k
= ln 2·

n∑
p=1

1

p
+

n∑
p=1

ln p

p
−

2n∑
k=1

ln(k)

k
= ln 2·

n∑
p=1

1

p
+

n∑
p=3

ln p

p
−

2n∑
k=3

ln(k)

k
.

Donc T2n = Hn · ln 2 + Sn − S2n.

7. Hn − lnn tend vers γ, d’où Hn = lnn + γ + o(1). D’après la q. 5, il existe une contante K telle que

Sn =
1

2
(lnn)2 +K + o(1). Par suite, S2n =

1

2
(ln(2n))2 +K + o(1) et T2n = Hn · ln 2 + Sn − S2n =

[lnn+ γ + o(1)] · ln 2 +

[
1

2
(lnn)2 +K + o(1)

]
−

[
1

2
(ln(2n))2 +K + o(1)

]
= γ ln 2 − 1

2 (ln 2)
2 + o(1).

Donc T2n −→
n→∞

γ · ln 2− 1
2 · (ln 2)2.



Exercice 2 (extrait de Mines-Ponts 2023 Math 2 MP/MPI)

1. Le réel σ(x) est défini si, et seulement si, la série
∑

xk

k2 converge.

Si |x| > 1, alors
∣∣∣xk

k2

∣∣∣ = ek ln |x|−2 ln k −−−−→
k→∞

+∞ par croissances comparées. D’où la série
∑ xk

k2
diverge

grossièrement.

Si x ∈ [−1, 1], alors
∣∣∣xk

k2

∣∣∣ ≤ 1
k2 et la série

∑
1
k2 converge d’après le critère de Riemann. D’où la série∑

xk

k2 converge absolument.

Donc l’ensemble de définition de σ est [−1, 1].

2. Soit (α, β) ∈ R2. On note P = αX2 + βX. Ainsi P ′ = 2αX + β et P ′′ = 2α.

Soit n ∈ N∗. On peut intégrer par parties (car les fonctions sont bien de classe C1) :∫ π

0

P (t) cos(nt)dt =

[
P (t)

sin(nt)

n

]π
0

−
∫ π

0

P ′(t)
sin(nt)

n
dt = 0+

[
P ′(t)

cos(nt)

n2

]π
0

−
∫ π

0

P ′′(t)
cos(nt)

n2
dt

or

∫ π

0

P ′′(t)
cos(nt)

n2
dt =

[
2α

sin(nt)

n2

]π
0

= 0 et

[
P ′(t)

cos(nt)

n2

]π
0

=
(−1)nP ′(π)− P ′(0)

n2
d’où

∫ π

0

(
αt2 + βt

)
cos(nt)dt =

(−1)n (2πα+ β)− β

n2

En choisissant β = −1 et α =
1

2π
, on obtient (−1)n (2πα+ β)− β = 1, donc

∀n ∈ N∗,

∫ π

0

(
t2

2π
− t

)
cos(nt)dt =

1

n2

3. Soit t ∈]0, π]. Alors sin t
2 ̸= 0. Par récurrence :

• Initialement, sin
(
t+ t

2

)
= sin t

2 cos t+ sin t cos t
2 = sin t

2 cos t+ 2 sin t
2 cos

2 t
2 , d’où

sin
(
3t
2

)
2 sin

(
t
2

) − 1

2
=

1

2
cos t+

1

2

(
2 cos2

t

2
− 1

)
= cos t =

1∑
k=1

cos(kt).

• Supposons que l’égalité soit vraie à un rang n. Alors

n+1∑
k=1

cos(kt) =
sin

(
(2n+1)t

2

)
2 sin

(
t
2

) − 1

2
+ cos ((n+ 1)t) =

sin
(
(n+ 1)t− t

2

)
+ 2 sin

(
t
2

)
cos ((n+ 1)t)

2 sin
(
t
2

) − 1

2

Or sin
(
(n+ 1)t− t

2

)
= sin ((n+ 1)t) cos

(
t
2

)
− cos ((n+ 1)t)) sin

(
t
2

)
donc

sin
(
(n+ 1)t− t

2

)
+ 2 sin

(
t
2

)
cos ((n+ 1)t) = sin ((n+ 1)t) cos

(
t
2

)
+ sin

(
t
2

)
cos ((n+ 1)t)

= sin
(
(n+ 1)t+ t

2

)
= sin

(
(2n+3)t

2

)
D’où l’égalité au rang n+ 1.

• On conclut que

∀n ∈ N∗,

n∑
k=1

cos(kt) =
sin

(
(2n+1)t

2

)
2 sin

(
t
2

) − 1

2

4. Soit un réel x > 0. On effectue une intégration par parties avec les fonctions φ et t 7→ − cos(xt)

x
qui

sont bien de classe C1 :∫ π

0

φ(t) sin(xt)dt =

[
φ(t)

− cos(xt)

x

]π
0

+

∫ π

0

φ′(t)
cos(xt)

x
dt =

1

x
φ(0)− 1

x
φ(π) cos(πx)+

1

x

∫ π

0

φ′(t) cos(xt)dt.



• Le premier terme tend vers 0 si x tend vers +∞.
• Le deuxième aussi d’après le théorème des gendarmes car

0 ≤ 1

x
|φ(π) cos(πx)| ≤ 1

x
|φ(π)| .

• Enfin

∣∣∣∣∫ π

0

φ′(t) cos(xt)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

|φ′(t) cos(xt)|dt ≤
∫ π

0

|φ′(t)|dt qui est une constante K ne dé-

pendant plus de x. Ainsi 0 ≤ 1

x

∣∣∣∣∫ π

0

φ′(t) cos(xt)dt

∣∣∣∣ ≤ K

x
. D’après le théorème des gendarmes,

1

x

∫ π

0

φ′(t) cos(xt)dt tend vers 0.

On a ainsi prouvé le lemme de Riemann-Lebesgue.

5. La fonction φ est continue en 0 car φ(t) ∼
t→0

−2πt

2πt
−−−→
t→0

−1 = φ(0). Elle est dérivable sur ]0, π] et

∀t ∈ ]0, π], φ′(t) =
(2t− 2π) sin(t/2)− (1/2)(t2 − 2πt) cos(t/2)

4π sin2(t/2)
=

4(t− π) sin(t/2)− (t2 − 2πt) cos(t/2)

8π sin2(t/2)
.

Quand t tend vers 0,

4(t− π) sin
t

2
− (t2 − 2πt) cos

t

2
= 4(t− π)

(
t

2
+ o

(
t2
))

− (t2 − 2πt) (1 + o(t)) = t2 + o(t2) ∼ t2

d’où φ′(t) ∼ t2

8π(t/2)2
−−−→
t→0

1

2π
. Le théorème de la limite de la dérivée s’applique, donc φ est dérivable

en 0, φ′(0) =
1

2π
et φ′ est continue en 0. Or φ′ est continue aussi sur ]0, π].

Donc φ est de classe C1 sur [0, π].

6. D’après la question 2, σ(1) =

+∞∑
k=1

1

k2
=

∞∑
k=1

∫ π

0

(
t2

2π
− t

)
cos(kt)dt = lim

n→∞
Sn, où

Sn =

n∑
k=1

∫ π

0

(
t2

2π
− t

)
cos(kt)dt =

∫ π

0

sin

(
(2n+ 1)t

2

)
φ(t)dt−

∫ π

0

t2 − 2πt

4π
dt

d’après la question 3. La fonction φ est de classe C1 d’après la question 5, d’où le lemme de Riemann-
Lebesgue s’applique : ∫ π

0

φ(t) sin

(
(2n+ 1)t

2

)
dt −−−−→

n→∞
0

donc Sn −−−−→
n→∞

0−
∫ π

0

t2 − 2πt

4π
dt =

[
3πt2 − t3

12π

]π
0

=
3π3 − π3

12π
Donc σ(1) =

π2

6






