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CORRIGE DU D.S. N°2 DE MATHEMATIQUES

Exercice 1 (extrait de Centrale PSI 2009 Math 1)

1. (a) On suppose que (a,,) est une suite réelle qui vérifie (Py) : si (uy,) est une suite pour laquelle la série
> uy, converge, alors la suite (u,) est bornée, car convergente (elle tend vers 0). Dapres 'hypothese,
la série > anu, converge. On en déduit que la suite (a,,) vérifie (P2).

(b) On suppose que (ay) est une suite complexe telle que la série Y a, converge absolument. Soit
(u,) une suite bornée et M un majorant des |u,|. On a alors, pour tout n € N, |a,u,| < M|ay,|.
La convergence absolue de la sarie Y a,, entraine la convergence de > |a,u,| donc aussi celle de
> anuy, et, par conséquent la suite (a,) vérifie (Py).

(

2. Dans cette question, a, = pour tout n > 1.

(a) En posant u, = (—1)", on obtient une suite bornée. De plus, > anu, est la série > %, or cette
série diverge. Donc la suite (a,) ne vérifie pas (Pp).

Ink
(b) Posons, pour tout n > 2, S, = Z I;C La fonction ¢t — ﬁ est continue et décroissante sur
k=2
[2; +00[, d’on
In(In(n + 1)) - In(In 2) /n+1 L g <y ok
n(ln(n —In(ln2) = — ——
9 tlnt  — k

en comparant série et intégrale. Or In(In(n + 1)) tend vers 400, d’out S,, tend vers +oo, donc la
série Y —L— diverge.
(¢) Posons ug = u; = 0 et, pour tout n > 2, u, = (l_m)l D’apes le théoreme des séries alternées, la
série Zun converge car la suite (i) tend vers zéro en décroissant. Or > a,u, est la série

> —— qui diverge. Donc la suite (an) ne verlﬁe pas (Ps).

3. (a) La convergence de la série >_ |an41 — an| entraine celle de Y (an4+1 — ay) car la convergence absolue
entraine la convergence. On en déduit (par télescopage) que la suite (a,) converge.

(b) En posant U_; = 0, on peut écrire :

N N N N
§ ApUn = E an(Un - Un—l) = g anUp — § anUn_1.
n=0 n=0 n=0 n=0

On opeére le changement d’indice K = n — 1 dans la seconde somme et on regroupe les termes de
méme indice pour obtenir :

N-1

Zanun =anUn + Z — an+1)Un +aoU—1 = anUn + Z ax — ag+1)Uk.
n=0

(c) Supposons que la série > u,, converge, alors la suite (U,,) converge, donc elle est bornée. Comme
la série Y (a, — ap+1) converge absolument, la question 1b indique que la série > (an, — ant1)Un
converge. De plus, (a,U,) est une suite convergente (car c’est, d’apres la question 3a, le produit de
deux suites convergentes). L’égalité de la question 3b prouve alors que la série > a,u, converge.
On a prouvé la propriété (P») pour la suite (an).

‘anl

4. (a) Posons u, = si a, # 0 et u, = 1 sinon. Dans les deux cas, anu, = |a,|. Ainsi la série > a,uy,
diverge tandls que la suite (u,) est bornée puisque formée de termes de module 1. La suite (a,,) ne
vérifie donc pas (Pr).

(b) On a montré & la question 1b qu’une suite (a,) telle que la série > a,, converge absolument vérifie
(P1). Et que, réciproquement, une suite (a,,) telle que la série Y a,, ne converge pas absolument,
ne vérifie pas (P;). Finalement, les suites vérifiant (P;) sont celles dont la série associée converge
absolument.



Exercice 2

a+b c+d
a+b c+d
T4 est non nulle car T4(A) =14+1+1+1=47#0 et que

1. (a) Le calcul donne AM = et tr(AM) = a+b+c+d. On en déduit que la forme linéaire

MeH)y < atbt+c+d=0 < d=—a—b—c < M = (l(ELl—E272)+b(E271—E272)+C(E1’2—E2’2)

Donc’ H 4 est un hyperplan de F ‘ car c’est le noyau de la forme linéaire non nulle T'y. Une équation

de H4 est ‘a +b+c+d=0 ‘ et une base de H 4 est ’ (E1g — E292,E21 — E29,F1 5 — Es9) ‘

0 -1
léquation de ’hyperplan H 4, donec M € GLy(R) N Hy.

2. (a) Pour tout (i,j) € [1,n]?, | Ta(E;ij) = aj,; | car c’est la trace de la matrice
J

(b) La matrice | M = [1 0 ] est inversible (puisque det(M) = —1 # 0) et ses coordonnées vérifient

J
a1,1 ai,2 e alyj AN a1.p 0 0 0 0 0 ai 0
A'EiJ = a1 a2 N T cee Qip ) 0 1 0 =] 0 0 Qi 0
n,1 Gp2 .- Gpj ... Gnp 0O ... 0 ... 0 0 ... 0 apns; O

(b) ANALYSE — Soient f € E* et A = (a;;) € E : si f = Ta, alors f(E; ;) = Ta(E; ;) = a;,; pour
tout (i, ) € [1,n]? d’apres la question précédente. Ceci prouve I'unicité de la matrice A.
SYNTHESE — Soit A € E la matrice définie par f(E; ;) = a;j; pour tout (i,5) € [1,n]?. Alors
f(Ei;) = Ta(E; ;) pour tout (i,7) € [1,n]?. Or (E; ;) j)ef,np> est une base de E, d'ou f(M) =
T4(M) pour toute matrice M € E. Donc f = T4. Ceci prouve l'existence de la matrice A.

(¢) L’application ¢ est linéaire. Soient, en effet, A et B dans E et A dans R :

VM € F, T)\A+B(M) = tr(()\A—i— B)M) = )\U‘(AM) —|—t1“(BM) = )\TA(M) —|—TB(M)

Elle est de plus bijective d’apres la question 2b. C’est donc un isomorphisme de F vers E*. Ces

deux espaces vectoriels ont donc la méme dimension. On conclut que ’ dim E* = dim E = n? ‘

3. (a) L’ensemble des colonnes de P est une permutation des vecteurs de la base canonique de R™. Les

colonnes de P sont donc libres, par suite | P est une matrice inversible‘
Einsii=1
Ei,i*l sit Z 2

Pour tout i € [1,n], E; ;P = { et donc tr(E; ;P) =0

Puis, par linéarité de la trace, T, (P) = >_ tr(E;;P) = 0, donc ’ P appartient & H .
i=1

(b) Soit H un hyperplan de E : c’est donc le noyau d’une forme linéaire non nulle f. D’apres la question
2b, il existe une matrice A € E telle que f = T'4. Notons r € [0,n] le rang de cette matrice A.
Remarquons que r # 0, sans quoi la matrice A serait nulle et la forme T4 aussi. Selon le théoreme
rappelé dans ’énoncé, il existe alors deux matrices inversibles U et V telles que UAV = J,.

Or Pe H;,, dou tr(UAV P) = tr(J.P) = 0. D’apres les propriétés de la trace et 1’associativité du
produit matriciel, tr(U(AV P)) = tr((AVP)U) = tr(A(VPU)) =0, donc VPU € H,.
Comme les matrices V', P et U sont inversibles, la matrice N = V PU 1’est aussi et elle appartient
a Hy = H. En conclusion,
4. On sait grace a la question 2b qu'il existe A € FE telle que f = T4. De f(MN) = f(NM), on
tire que TA(MN) = T4 (NM). D’ou tr(AMN) = tr(ANM). D’ou tr(AMN) = tr(MAN). D’ou
tr [(AM — MA)N] =0.

Ceci est vrai pour toute matrice N, d’ot la forme linéaire T4 57— a7 4 est nulle. Donc la matrice AM —M A

est nulle, a nouveau d’apres la question 2b.

Ceci est vrai pour toute matrice M. La matrice A commute donc avec toutes les matrices carrées. On

en déduit que : IA € R, A = AI,.

On conclut : f =T)y,. Autrement dit :

tout hyperplan H de E contient au moins une matrice inversible‘




