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CORRIGE DU D.S. N°4 DE MATHEMATIQUES

EXERCICE

1) Si|z| > 1, alors f,(x) — «. Si |z| < 1, alors f,(z) — 1. Six = —1, alors f,(—1) =0 — 0. Si
n—oo n—oo n—00

x =1, alors f,(1) =1 — 1. La suite de fonctions (f,) converge donc simplement vers la fonction
n—oo

f RoR z—asiz<—1,0siz=-1,1si —1l<z<l1, zsiz>1.
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2) La convergence n’est pas uniforme sur R car les fonctions f,, sont continues sur R mais f n’est pas
continue en —1.

3) Pour tout z €]1, o0,
z—1 r—1 1 1
<

0= f(@) = ful@) 1422 — 22 -1 14ax+---4221 7 2n

4) La question précédente montre que % est un majorant de la fonction |f,, — f|. Or le sup est le plus petit

1
majorant. D’out 0 < sup |f — f,| < —. D’apres le théoréme des gendarmes, sup |f — f,|] — O.
J1,4-00] 2n J1,4-00[ oo
Donc la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers f sur |1, +ool.

5) Pour tout x € [0, 1],

2?"(1 — 1) 2 1

< —.
1422 ~14z+4+---+222 1~ 2n

1
Dot sup|f — fn] < — — 0. Donc la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f sur [0, 1].
[0,1] 2n n—oo



PROBLEME (TIRE DE CCP 1 - PC - 2013)

Partie 1
z 1 1 1 11 1 1 1
1) Soit z€eK:xa(z)=|1 2z 1 |=(2+2)|1 z 1 |=(2+2)|0 z—1 0 =(z—1)2(z+2).
1 1 =z 1 1 = 0 0 z—1
< di <
Donc Sp(A) = {1,2} et L<dimEy(4) <1
1<dimE_5(A) <2

Le vecteur colonne Uy = (1 1 I)T est un vecteur propre de A car AU; = —2U; et U; # 0. Or la
dimension du sous-espace propre E_s(A) est 1. D’ott E_s(A) = Vect(Uy).

Soit X = (z y z)T € M31(K) :

—y—z==x
AX=1X = {—12-—z2=y <<= 24+y+2=0<«= z=—-1x—y < X =zUs+ yUs.
—r—y=2z
Les vecteurs U; = (1 0 —l)T et U3 = (0 1 —1)T, linéairement indépendants, forment donc une
base de E71(A).
z—3 3 1 L_3 1
2) Soit z € K: xp(z) = 0 z-2 0 =(z-2) 1 zl‘_(z_2)3
-1 3 z—1

Donc Sp(B) = {2}. Soit X = (z y Z)TMs,l(K) :

3x —3y —z=2x
BX =2X < {(2y=2 = r-3Y—2=0 ¢ z=2-3y <= X =zV] +yVs.
r—3y+z=2z

Les vecteurs V; = (1 0 1)T et Vo = (O 1 —3)T7 linéairement indépendants, forment donc une base
de E3(B).

3) Soit X = (z y z)T € M31(K) :

r4+y+2z2=0 Ly

X e Ei{(A)NEy(B <=
1(4) 2(B) {x—3y—z=0 Lo

r—2y=0 L1+ Lo
4y+22=0 Ll—L2
— X=y2 1 -2)".

Donc le vecteur colonne W = (2 1 —Q)T forme une base de E1(A) N Eq(B).

4) D’une part E1(A)NE3(B) = Vect(W). D’autre part E_o(A)NEy(B) = {0} car le vecteur U; n’appartient
pas a Eq(B) car BU; # 2U;. Donc l'ensemble des vecteurs propres communs aux matrices A et B est

Vect(W) \ {0}.



Partie 11

1) a) e est un vecteur propre a la fois pour A et B, donc il existe A, u € K tel que Ae = Ae et Be = pe.
Donc (AB — BA)e = ABe — BAe = A(ue) — B(Ae) = Aue — pAe = 0. Donc e € Ker([A, B)).
b) Par hypothese e est non nul, on a donc montré dimKer([A4, B]) > 1. Or [A, B] est une matrice
carrée de taille n, donc le théoreme du rang permet d’en déduire rg([4,B]) <n —1<n.

2) Puisque K= C et n > 1, il existe A € Sp(A). Puisque [A4, B] = O, Ker([4, B]) = M, 1(K).
Donc Ey\(A) C Ker([4, B]), donc A et B vérifient la propriété H.

3) a) On suppose que le X introduit par ’énoncé est celui dont 'existence est donnée par la propriété H.
Soit X € E)\(A). Alors X € Ker(AB — BA), donc (AB — BA)X =0, donc ABX = BAX.
Par conséquent A¥(X) = ABX = BAX = B(AX) = A\¥(X), donc ¥(X) € E)(A4), donc ¥ définit
une application de E)(A) dans lui-méme.
Enfin, si X,Y € Ex(A),a,b € K,ona ¥(aX +bY) = B(aX+b0Y) = aBX +bBY = a¥(X)+b¥(Y),
donc ¥ définit un endomorphisme de Ey(A).

b) Puisque K = C et E)(A4) # {0}, ¥ admet une valeur propre u et un vecteur propre associé

Y € E)\(A>
On a alors bien Y #£ 0, AY = \Y, et BY = ¥(Y) = Y, donc Y est un vecteur propre commun &
Aet B.

4) En dimension 1, tous les endomorphismes sont des homothéties. Donc tout vecteur non nul (il en existe
bien en dimension 1) est un vecteur propre commun a 2 endomorphismes, ce qui démontre P;.

5) a) Puisque A et B ne vérifient pas la propriété H, E)(A) ¢ KerC.

Il existe donc z € E)(A) tel que x ¢ KerC, autrement dit Au = Au et Cu # 0.

b) v € Im(C) qui est un espace vectoriel, donc Vect(v) C ImC.
De plus v # 0, donc dim Vect(v) = 1 = rg(C), donc Vect(v) = Im(C).

¢) v=Cu= ABu— BAu= ABu— ABu = (A — \I,,)(Bu) € Im)(A).
Donc ImC = Vect(v) C Imy(A4).

d) rg(C) =1, donc l'inclusion précédente donne dim Imy(A) > dim ImC = 1.
D’autre part, A est valeur propre de A, donc dimKer(A — \I,,) > 1.
Par théoreme du rang, dim Imy(A) <n — 1.

e) [A,A— L) =A(A-XL,) — (A= A[))A=A? —NA - A2+ NA =0,
[B,A— M,| = B(A—\,) — (A—\,,)B=BA—\B—AB+\B=BA— AB = —C.
A et A — A\, commutent, donc Imy(A) est stable par A, donc ¢ définit un endomorphisme de
Imy(A) (la linéarité est triviale).
Soit Y € Imy(A), il existe X € M,, 1(K) tel que Y = (4 — A\I[,)X.
Alors BY = B(A — \,,)X = (A — \,)BX — CX.
Or CX € Imy(A) d’apres 5.c, (A — AI,)X aussi par définition, donc BY € Imy(A4).
Donc I'my(A) est stable par B, donc ¢ définit un endomorphisme de I'my(A) (la linéarité est
triviale).

f) D’une part, on pose k = dim Imx(A) € [1,n — 1] d’apres 5-d.
D’autre part ¢ o ¢ — ¢ o  est une restriction de AB — BA, donc rg([p, ¥]) < rg([A, B]) = 1.
On peut donc appliquer la propriété Py, donc ¢ et b admettent un vecteur propre commun.
Par définition de ¢ et 1, ce vecteur est aussi un vecteur propre commun a A et B.

6) On raisonne par récurrence forte sur n € N* :
On a montré P; en II-4, d’ou l'initialisation.
Soit n > 2. On suppose Py, pour tout k € [1,n — 1], et on montre P,,.



On considere F un C-espace vectoriel de dimension n, et ¢, 1 deux endomorphismes de E tels que
rg([p, ¥]) < 1. On introduit A et B les matrices de ¢ et ¢ dans une méme base de E.

Si A et B vérifient la propriété H, elles admettent un vecteur propre commun d’apres II-3-b.

Si A et B ne vérifient pas la propriété H, elles admettent un vecteur propre commun d’apres II-5-f.
Dans tous les cas, A et B admettent un vecteur propre commun, donc ¢ et 1 aussi. D’ou P, ce qui
acheve la récurrence.

On a bien démontré pour tout n € N* P,,.

Partie 111

1)

2)

3)

5)

2n 2n 2n
g(P) =X Z % = Z ap Xk = Z aon—_; X' en effectuant le changement d’indice i = 2n — k.
k=0 k=0 i=0

Par propriété de la dérivation de polynoémes, f est linéaire et pour tout P € Cy,[X], f(P) € Ca,[X],
donc f est un endomorphisme de E.

L’expression démontrée a la question précédente montre que I’on peut considérer g : £ — F.

Soient P,Q € E, a,b € C.

g(aP +bQ) = X*"(aP +bQ) (%) = X*"(aP(5) +0Q(%)) = aX*"P(5) + bX*"Q(%) = ag(P) + by(Q).
Donc g est un endomorphisme de F.

a) Soit A € K. Soit P € E tel que g(P) = AP.

n—1
On suppose que deg(P) < n — 1, on peut donc écrire P = Y. a, X*, avec ag,...,a,_1 € C.
k=0
2n n—1
On a alors g(P) = Y. a9, 1 XF=AP = AapX*.
k=n+1 k=0
Par unicité des coefficients d’un polynéme, on obtient pour tout k € [n + 1,2n], as,—r = 0, donc
P=0.
On a montré qu’'un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1 ne peut pas étre vecteur propre de
g, autrement dit les vecteurs propres de g sont de degré supérieur ou égal a n.

b) g(X") = ))(:: = X" donc X™ (non nul) est vecteur propre de g associé a la valeur propre 1.

a) Soit P € E. Si deg(P) < i — 1, alors f(P) = P%) = 0 par propriété de la dérivation, donc
P € Ker(f?).
Si deg(P) > i, alors deg(P®) = deg P — i > 0, donc P ¢ Ker(f?).
Donc Ker(f*) = C;—1[X].

b) i > 1, donc Ker(f?) = C;_1[X] # {0}, donc 0 est valeur de f*.
Soit A € C*, que I'on suppose valeur propre de f?, et P un vecteur propre associé. Alors P() = \P.
D’une part A # 0, donc deg(AP) = deg P. D’autre part, P # 0, donc deg(P*) < deg P.
Ceci est absurde, donc A n’est pas valeur propre de f?.
On a bien montré Sp(f*) = {0}.

On suppose tout d’abord que f? et g possédent un vecteur propre commun P. D’apres la question 4,
deg(P) < i — 1. D’apres la question 3-a, deg(P) > n. D’ottn < i — 1, c’est-a-dire i > n — 1.

On suppose maintenant ¢ > n — 1. Alors X™ est un vecteur propre de g d’apres 3-b, et

X" e C;_1][X] = Ker(f?), donc c’est aussi un vecteur popre de f%. f et g possédent un vecteur propre
commun dans ce cas. D’ou ’équivalence.



0 2 (0)
6) A, =
(0) 0 2n
0
1
(0) 1
B, =
1 (0)
1
7) a) Les expressions de A; et By sont des cas particuliers des expressions trouvées plus haut.
0 0 2
A2=1 0 0 0 |,et A} =03.
0 00
010 0 00 0o 1 0
b) [Ai,B1]=| 2 0 0 |- O 0 2 | = 2 0 —2 |, cette matrice est de rang 2.
0 00 010 0 -1 0
2 00 0 00 2 00
(A2 Bi]=10 0 0 ]—-|1 00 0 ]=[0 0 0 |,cette matrice est aussi de rang 2.
0 00 0 0 2 0 0 2
¢) A; et By nont pas de vecteur propre commun (d’apres I11-5), or rg([A;, B1]) = 2 < 3, donc la

condition nécessaire de II-1-b n’est pas suffisante.
A% et By ont un vecteur propre commun (d’apres I11-5), or rg([A1, B1]) = 2 > 1, donc la condition
suffisante de II-6 n’est pas nécessaire.

Partie IV

1) On définit H = : |x1 =0 p. Alors H est un sous-espace vectoriel de dimension n — 1 de

T,

M., 1(C) (on obtient une base de H constituée des n — 1 derniers vecteurs de la base canonique).
Donc dim(H N Ex(A)) = dim H 4+ dim E\(A) — dim(H + Ex(4)) >n—-14+2—-n=1.

Donc il existe X € HN E\(A) tel que X # 0. Ce X appartient & NV, donc est sous forme normale, et est
un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

2) a) n>2, on peut donc considérer la matrice A = (a;j)1<i,j<n définie par a12 =1, ag; = —1, et tous
les autres coefficients nuls.
Cette matrice est antisymétrique et non nulle, donc A, (C) # {0,}.

b) En notant m;; les coefficients de M, la condition M antisymétrique donne Vi, j € [1,n], mj; = —m,;,
donc mi; = —My4, donc my; = 0.
Ainsi chaque colonne de M admet un coefficient nul, donc appartient a N .

c) Soient M, M’ € A, (C), a,a’ € C.
Hp(M)) =1 AM) + 1 (MtA) = tM*A+ APM = —M'A — AM = —¢(M), donc p(M) € A,(C).
p(aM +a'M') = A(aM + a'M’) + (aM + o' M")t A
=aAM +d AM' +aM!*A+a' M'"*A = ap(M) +a'o(M'), donc ¢ est un endomorphisme de A, (C).
tap(M)) = H(AMtA) = APMA = —AM'A = —p(M), donc y(M) € A,(C).
w(aM +ad M) = A(aM + o’ M')'A = aAM'A + «’ AM" A = aypy(M) + a’p(M'), donc v est un
endomorphisme de A, (C).



3)

d)

a)

Avec les mémes notations, p(1)(M)) = AAM'A + AM'A'A.
P(p(M)) = A(AM + M'A)YA = AAM'A + AMtAtA, donc p o) =)o p.

X, est une matrice colonne, ‘X, une matrice ligne, donc X;?X, est une matrice carrée de taille n,
de méme pour B.

‘B=X.{X, — XIXy =—B, donc B € A,(C).

X5 est non nul, donc admet un coefficient non nul, que 'on appelle y, situé en i-ieme position.
Alors la i-¢me colonne de X! X, est yX;, également non nulle.

Or la i-éme colonne de X4 X est colinéaire & X, et (X1, X2) est libre (ce sont des vecteurs propres
associés a des valeurs propres distinctes).

Donc la i-eme colonne de X1 X5 — X% X; est non nulle, donc B # 0,.

AB+ B'A = AX!X5 — AXIX) + XIXIA - XIXEA

= AXTXy — Mo XIX) + M XTXo — M XEX) = (M + A\2)B.

AB'A = AXIXIA — AXIXEA = M\ B.

(A= XMIL)(A—XoI,)B=A’B — (\; + \2)AB + \M\2B = A2B — A(AB + B'A) + AB'A =0,,.

On note C1,...,C, les colonnes de B. B # 0, donc il existe k € [1,n] tel que Cy, # 0.

La relation (A — A2l,)B = 0,, donne en particulier (A — A21,,)Cy = 0, donc Cj, est un vecteur
propre de A.

Enfin, puisque B € A,,(C), Cy € N (question 2-b).

Donc C}, est un vecteur propre de A sous forme normale.

On note maintenant Dy, ..., D, les colonnes de (A — A1) B. De méme, il existe &k € [1,n] tel que
Dy # 0.

On aura cette fois-ci (A — A11,) Dy = 0, donc Dy, est un vecteur propre de A.

Or Dy, = (A — X\21,)Cy et C, € N, donc Dy, est un vecteur propre de A sous forme normale.

Ap(C) est un espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a 1 (IV-2-a).

¢ et ¢ définis en IV-2 sont des endomorphismes de A, (C) (IV-2-c) tels que [p, 9] = 0 (IV-2-d).
Quitte & considérer les matrices associées a ces endomorphismes, on peut leur appliquer les résultats
des question II-2 et II-3 :

© et ¥ admettent un vecteur propre commun B € A,,(C). Ce B vérifie les propriétés voulues.

(A2 — aA + BI,)B = A2B — A(AB + B'A) + AB'A = 0,,.

Le polynome X? — aX + 3 se factorise dans C[X] en (X — ~)(X — §), avec v,d € C.
On vérifie alors (A — yI,)(A — 61,)B = (A% — aA + BL,)B = 0,,.

On mene un raisonnement similaire a celui de la question IV-3-c.

On a alors (A — vI,)(A — A\I,,) B = 0,, avec X valeur propre de A et (A — \I,,)B # 0,,.
Un raisonnement similaire a celui de la question IV-3-d aboutit a la méme conclusion.

On a d # A, seule valeur propre de A. Donc § n’est pas valeur propre de A, et A—JI,, est inversible.
De plus (A —~I,) et (A —dI,) commutent trivialement, on a donc (A —61,)(A —~I,)B = 0.
Puisque A — ¢1,, est inversible, on en déduit (4 —vI,,)B = 0.

Dans ce dernier cas, on peut appliquer 4-d, et A posséde un vecteur propre sous forme normale.
En rassemblant 4-d, 4-e, 4-f, on a montré qui si A n’admet qu’une seule valeur propre, alors elle
possede un vecteur propre sous forme normale.

Or, pour n > 1, toute matrice de M,,(C) admet au moins une valeur propre, et on a traité en IV-3
le cas ou A admet deux valeurs propres distinctes.

On a donc démontré que, pour tout n € N*| toute matrice de M,,(C) posseéde un vecteur propre
sous forme normale.



