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CORRIGE DU D.S. N°4 DE MATHEMATIQUES

EXERCICE

1) Si|z| > 1, alors f,(x) — «. Si |z| < 1, alors f,(z) — 1. Six = —1, alors f,(—1) =0 — 0. Si
n—oo n—oo n—00

x =1, alors f,(1) =1 — 1. La suite de fonctions (f,) converge donc simplement vers la fonction
n—oo

f RoR z—asiz<—1,0siz=-1,1si —1l<z<l1, zsiz>1.
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2) La convergence n’est pas uniforme sur R car les fonctions f,, sont continues sur R mais f n’est pas
continue en —1.

3) Pour tout z €]1, o0,
z—1 r—1 1 1
<

0= f(@) = ful@) 1422 — 22 -1 14ax+---4221 7 2n

4) La question précédente montre que % est un majorant de la fonction |f,, — f|. Or le sup est le plus petit

1
majorant. D’out 0 < sup |f — f,| < —. D’apres le théoréme des gendarmes, sup |f — f,|] — O.
J1,4-00] 2n J1,4-00[ oo
Donc la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers f sur |1, +ool.

5) Pour tout x € [0, 1],

2?"(1 — 1) 2 1

< —.
1422 ~14z+4+---+222 1~ 2n

1
Dot sup|f — fn] < — — 0. Donc la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f sur [0, 1].
[0,1] 2n n—oo



PROBLEME (MINES-PONTS 2 - PSI - 2017, DUREE : 3H)

A. Quelques considérations en dimension 2

1) Il existe un automorphisme ¢ de E tel que —u = g ou o o~ L. Soient A et P les matrices de u et ¢ dans
une base de E. Alors PAP~! est la matrice de p o wo ¢~! dans cette méme base et, selon les propriétés
de la trace, on a

—tr(u) = tr(—u) = tr(pouogp ) = tr(PAP™!) = tr(A) = tr(u)

c’est-a-dire tr(u) = 0.| Si u vérifie (C3) alors tr(u) =0

2) E étant de dimension 2, x, = X2 — Tr(u)X + det(u) = X2 — §2.

Selon le théoréme de Cayley-Hamilton, on en déduit que | u? = §%Idg

Comme det(u) # 0,onad # 0et x, = (X—9)(X+9). Donc| Sp(u) = {0, -} | De plus, x,, est scindé

a racines simples, donc u est diagonalisable et ses deux sous-espaces propres sont de dimension 1

3) Soient e; (resp. e2) un vecteur propre de u associé & § (resp. & —d). D’apres le cours, ils sont linéairement
indépendants et donc e; + e et e; — es sont non nuls et non colinéaires, et

u(er + e2) = u(er) +u(ez) = deg — deg = d(e1 — e2)

D = Vect(e1 + e2) est une droite  |et elle n’est pas stable par v puisque 6 # 0. Donc| (D) ¢ D

Posons F'= D et G = u(D) = Vect(e; — e3). Ce sont des droites non égales, donc en somme directe. Par
dimension, ce sont des supplémentaires de E. Par définition, u(F) = G, et comme u(e; —ez) = d(e1 +e2),

on a u(G) = F. Ainsi| u est échangeur

B. La condition (C1) implique (C2) et (C3)

2 2
4) Un calcul par blocs montre que ( On B) = < On OM’) = On+p et aussi <(ZL 06”’) =
p

Ontp-

M = (O" On’p> + ( On B) est la somme de deux matrices de carré nul
A 0, Opn Op




5) On vérifie par un calcul par blocs, par exemple, que D? = Inyop. D est donc inversible d’inverse D~! = D

Le calcul par blocs donne aussi
-1 (0, B I, Onpy (0, -8
DMD™ =DMD = (A 0,) \opn —1,) =\=a o,

Donc DMD™'=—M | ce qui signifie que M et —M sont semblables

6) Comme u(F) C G, pour tout j € [1,n], u(f;) € G = Vect(gi,...,gp) et ses coordonnées selon fi,..., fy
dans B sont nulles. D’ou la présence d’un bloc supérieur gauche nul (0,,).
De méme, comme u(G) C F, pour tout j € [1,p], u(g;) € F = Vect(f1,..., fn) et ses coordonnées selon
g1, ..,9p dans B sont nulles. D’ou la présence d’un bloc inférieur droit nul (0,).

Finalement, il existe A € M,, ,(C) et B € M,, ,(C), telle que| Matg(u) = ((Z’ OB>
p

7) e Supposons F' et G non nuls.
Notons n = dim F' et p = dim G. D’apres la question précédente, il existe une base B de F et des

matrices A € M, ,(C) et B € M, ,(C) telles que Matg(u) = ((l’f OB
p

deux matrices My, My € My4,(C) telles que Matg(u) = My + Ms. En notant a et b les endomorphismes

associés & My et My dans B, on a u = a +b et a®> = b*> = 0. Donc u vérifie (C2).

D’apreés la question 2, il existe P € GL,1,(C) telle que —Matg(u) = PMatg(u)P~'. En notant ¢

I’endomorphisme de E associé & P dans B, ¢ est inversible, car P ’est, et —u = @ owuo ¢~ !. Donc u

vérifie (C3).

e Supposons F' = {0}. Alors G = FE et Im(u) = u(G) C F = {0}. Donc u est ’endomorphisme nul et

vérifie u = 040 et —u = 0 = idg o w0 id', i.e. u vérifie (C2) et (C3). De maniére symétrique, on

obtient la méme conclusion lorsque G = {0}.

>. D’apres la question 1, il existe

u vérifie (C2) et (C3)

C. La condition (C2) implique (C1) : cas d’un automorphisme

8) Si x € Im(f), il existe y tel que x = f(y) et donc f(z) = f2(y) = 0. Ainsi z € Ker(f) et donc

Im(f) C Ker(f) | On en déduit que rg(f)dim(Ker(f)) et, par théoreme du rang dim(E) =

dim(Ker(f)) + rg(f)2dim(Ker(f)). On a donc | dim(Ker(f)) > 3 dim(E)

9) Soit x € Ker(a) NKer(d) : u(z) = a(z) + b(xz) = 0 et 'injectivité de u entraine = 0. Ceci montre
que Ker(a) et Ker(b) sont en somme directe. Soit z € E. Comme u est bijectif, z = u(u=!(z)) =

a(u=t(z)) + b(u~t(z)) € Ker(a) + Ker(b) puisque a® = b? = 0. Ainsi| E = Ker(a) @ Ker(b)




10)

Comme a® = b? = 0, le résultat de la question précédente appliquée & a et & b donne dim(Ker(a)) >
1 dim(E) et dim(Ker(b)) > 1 dim(E). Ker(a) @ Ker(b) étant un sous-espace vectoriel de E, on a alors :

dim(F) > dim(Ker(a) @ Ker(b)) = dim(Ker(a)) 4+ dim(Ker(b)) > 2 x %dim(E) = dim(F)

Ces inégalités sont alors des égalités, ce qui prouve que dim(Ker(a) ®Ker(b)) = dim(F) et dim(Ker(a)) =
dim(Ker(b)) = 3 dim(E). Le théoréme du rang appliqué & a et & b donnent ensuite dim(Im(a)) =

dim(Ker(a)) et dim(Im(b)) = dim(Ker(b)). Par inclusion et égalité des dimensions, on obtient finalement :

E = Ker(a) ® Ker(b), ainsi que Im(a) = Ker(a) et Im(b) = Ker(b)

Posons F' = Ker(a) et G = Ker(b). La question précédente donne F = F & G et :
— pour tout x € F, u(x) = a(x) + b(x) = b(x) € Im(b) = Ker(b) = G, et donc u(F) C G.
— pour tout x € G, u(z) = a(z) + b(x) = a(z) € Im(a) = Ker(a) = F, et donc u(G) C F.

Ainsi, u est échangeur

D. Un principe de décomposition

11)

12)

13)

Soient k € N et z € Ker(v¥). Alors v**1(z) = v(v*(x)) = v(0) = 0 et donc = € Ker(v*+1).

Ainsi Ker(v¥) C Ker(vF*!) et | la suite (Ker(v¥))ren est croissante pour I'inclusion

L’ensemble A = {dim(Ker(v*))} est une partie non vide (car contient dim(Ker(v°)) = dim(Ker(idg)) =
0) et majorée par dim(E) de N, donc admet un maximum d. Il existe alors p € N tel que dim(Ker(v?)) = d.
Pour tout entier k > p, d’aprés la question précédente, on a Ker(v?) C Ker(v*), donc dim(Ker(v*)) >
d, puis dim(Ker(v*)) = d, par maximalité de d. Ainsi, par inclusion et égalité des dimensions,

Ker(v*) = Ker(vP)

En particulier, comme 2p > p, on a Ker(v??) = Ker(v?) de dimension d, et | p peut étre choisi pair

L’inclusion Ker(v?) C |J Ker(vF) est évidente. Réciproquement, pour tout k € N, Ker(vF) C
kEN
Ker(vP), par la question précédente si kp, et par ce qu'on vient de démontrer si k¥ > p. Donc

Ker(vP) = kLéJN Ker(v")

Par croissance de la suite (Ker(v"*)),en établie précédemment, on a E$(f) = Ker(vP) C Ker(v?P) et, par

définition de E5(f), on a Ker(v?) C E5(f). Donc| E$(f) = Ker(v?)

Soit x € ES(f) NIm(vP). Il existe y tel que z = vP(y) et v*P(y) = vP(x) = 0 montre que y € Ker(v?) =
Ker(v?) et donc que 2 = vP(y) = 0. Les sous-espaces E5(f) et Im(v?) sont alors en somme directe.



Par théoreme du rang, dim(E5(f)) + dim(Im(v?)) = dim(Ker(v?)) + dim(Im(v?))) = dim(E).

On en déduit que | E = E{(f) ® Im(v?)

Comme vP = (f — Aidg)P est un polyndéme en f, il commute alors avec f et, d’apres le cours,

E5(f) = Ker(vP) et Im(vP) sont stables par f

14) Supposons, par 'absurde, que A soit valeur propre de f|imwr). Il existe alors x € Im(v”) non nul tel que
f(x) = Az c’est a dire tel que z € Ker(v) C Ef. Comme E§(f) et Im(v?) sont en somme directe, z = 0 et

ceci est contradictoire. Donc| A n’est pas valeur propre de 'endomorphisme induit par f sur Im(v?)

Supposons ES(f) # {0} et notons g 'endomorphisme induit par f sur E5(f). Alors le polynéme (X —A)?
annule g, puisque E(f) = Ker((f — Aidg)?). Donc toute valeur propre de g en est racine. Ainsi, A est
la seule valeur propre possible de g et, comme E¥ est un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle,
g possede au moins une valeur propre (puisque x4 est scindé sur C).

Ainsi, A est 'unique valeur propre de endomorphisme induit par f sur ES(f)

15) Notons h endomorphisme induit par f sur F' = Im(v?). Toute valeur propre de h est valeur propre de
f et appartient donc & {\, p}. On déduit de la question précédente que la seule valeur propre possible
de h est p. Comme Yy, est scindé sur C, il existe ¢ € N tel que xp = (X — p)? et, d’apres le théoréme
de Cayley-Hamilton, on a (h — pidp)? = 0. Donc Im(v?) = Ker(h — pidr)? C Ker(f — pidg)? C Ef;(f)

et, par suite, | Im(vP) C EG(f) | Il vient £ = ES(f) + Im(vP) C ES(f) + E;(f) C E, et donc

E = EX(f) + E;(f). Montrons que cette somme est directe. Soit G = E5(f) N Ej(f). Comme E(f) et
E}(f) sont stables par f, G I'est aussi. L’endomorphisme induit par f sur G ne peut posséder que A
comme valeur propre, puisque G C E5(f) et, de méme, il ne peut posséder que p comme valeur propre,
puisque G C E;( /). Etant donné que X\ # p, il n’a aucune valeur propre, alors que G est un C-espace
vectoriel de dimension finie. Donc nécessairement, G = {0} et on a :

E = EX(f) @ EL(f)

E. La condition (C2) implique (C1) : cas non bijectif

16) u?> = a®+aob+boa+b* =aob+boa. Ainsi aou? = a?ob+aoboa =aoboa =aoboa+boa® =u?oa.

On procede de méme avec b pour conclure que a et b commutent avec u?

17) Comme p est pair, il existe & € N tel que p = 2k et, comme a et b commutent avec u?, ils commutent

avec uP = (u?)*. D’apres le cours, Im(uP) est alors stable par a et par b




18)

Pour tout z € Im(u?), (ag)?(z) = ag(ag(z)) = a(a(x)) = a*(z) = 0 et, de méme (bg)%(z) = 0.

Donc| (ag)?=0cet (bg)?=0

I’endomorphisme u commute avec uP et G est stable par u. L’endomorphisme induit ug est tel que
ug = ag + bg. D’apres la question précédente, il vérifie la condition (C2). Or ug est injectif, puisque 0
n’est pas valeur propre de ug (d’apres la question D-4). Comme G est de dimension finie, il vient que
ug est un automorphisme de G. Le résultat final de la partie C montre donc que ug est échangeur.
D’autre part, F' = E§(u) est stable par u. L’endomorphisme induit up est nilpotent puisque, pour tout
x € F, (up)P(x) =uP(x) = 0. Le résultat admis en début de partie assure alors que up est échangeur.
11 existe alors des sous-espaces vectoriels Fy, F_ 1, Giet G_yde Etelsque F = F1®F 1, G=G19G_1
et, pour tout ¢ € {1, -1}, up(F;) C F_; et ug(G;) C G_;. On a alors :

E=F&aG= (Fl@Ffl)EB(GlEBGfl) = (Fl@Gl)@(Ffl@Gfl)
H H

— Pour tout z € F; UGy, on a u(x) € H_q donc u(Hy) C H_1, par linéarité de u.
— Pour tout y € F_1 UG_1, on a u(y) € Hy donc uw(H_1) C Hy, par linéarité de w.

Ainsi, u est échangeur

F. La condition (C3) implique (C1)

19)

20)

Composons l'identité —u = p ou o ¢~! & droite par ¢! et & gauche par ¢. On obtient :

1 2

U= —Qpouop :(pzouogo*

On en déduit, en composant & droite par ¢?, que| 2 ou = u o p?

Comme on est dans un C-espace vectoriel, ¢? possede une valeur propre A, qui est non nulle puisque (2
est bijectif. D’apres la question D-3, il existe un entier p tel que E = E§(¢?)®Im(vP), avec v = ¢* — Aidg.
Les sous-espaces vectoriels F' = Ker(v?) et G = Im(vP) sont stables :

— par ¢ car p commute avec vP = (p? — idg)?
— par <p_1 1

— par u car u commute avec 2, donc aussi avec v?

car ¢~ commute avec v

On sait que —u = pouo @ ! et comme F et G sont stables par tous les endomorphismes mis en jeu,

cette relation reste vraie pour les endomorphismes induits sur F' et G. L’indécomposabilité de u indique
que F ou G est nul et comme F ne ’est pas, c’est que G l'est et que F' = E. Ainsi, (X — \)P annule ¢?

et A # 0 est I'unique valeur propre de (2

Si p est valeur propre de ¢ et x vecteur propre associé alors ¢(z) = ax et donc ¢?(z) = oz et donc
2
o = A. Donc

Sp(¢) C {a, —a}, avec a? = X £ 0




21) ¢ admettant au plus deux valeurs propres, on peut lui appliquer la question D-5 et obtenir :
E = E(¢) @ E° o (p)
Notons que ’hypotheése (C3) donne —u o ¢ = ¢ ou et donc :
uo(p—alg)=—(p+alg)ou
Comme ¢ — alg et ¢ + alp commutent, par récurrence sur k, on montre que :
uwo (o —alp)f = (=1)*(p +alg)Fou

Soit x € ES(p), c’est a dire que (¢ — alg)?(x) = 0. On a alors (p + olg)?(u(r)) = 0 et donc
u(z) € EC(¢). Ainsi, u(ES(p)) C EC(p) et, de la méme facon, u(E° ,(¢)) C ES(p). En conclusion,

u est échangeur

22) On procede par récurrence sur la dimension de l'espace vectoriel E.

— Initialisation : on suppose que u est un endomorphisme d’un espace de dimension 1 qui vérifie (C3).
Comme l'espace est de dimension 1, u est indécomposable et la question précédente montre qu’il
est échangeur.

— Hérédité : supposons le résultat vrai jusqu’au rang n. Soit « un endomorphisme d’un espace vectoriel
E de dimension n + 1 qui vérifie (C3).
— Si u est indécomposable, il est échangeur avec ce qui précede.
— Sinon, il existe une décomposition £ = F @ G avec I’ et G non nuls et stables par u et tels
que up et ug vérifient (C3). L’hypothese de récurrence s’applique & up et ug et permet de

décomposer F' et G. Comme en question E-3, on en déduit une décomposition de F qui montre
que u est échangeur.

(C3) implique (C1)




