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CORRICE DU D.S. N°5 DE MATHEMATIQUES

Durée : J heures.

EXERCICE 1 — PROBABILITES (EXTRAIT DE ECRICOME - ECS - 2014)

1) Ej et E5 sont des événements certains, donc| P(E;) = P(F2) =1

2) Soit n > 3. Notons : G, 'événement « il n’y a pas encore eu de gagnant du tournoi & I'issue du duel
numéro n et le vainqueur du duel numéro n est le joueur 4,, (et marque donc au duel n sa premiere
victoire) » et H,, "événement « il n’y a pas encore eu de gagnant du tournoi a l'issue du duel numéro n
et le vainqueur du duel numéro n est le joueur A, _; (et marque donc au duel n sa seconde victoire) ».

Alors E, =G, U H,. D'une part, G,, = F,_1 NT,. D’autre part, H,, = E,,_ o NU,_1NU,

3) D’apres la formule des probabilités composées, P(G,) = P(Ep—1)P(Th|En-1) = %P(En,l) et
P(H,) = P(E,—2)P(Up—1|En—2)P(Upn|En—2NUp_1) = %P(En,g).
L’union E,, = G,,UH,, est disjointe, d’ott P(E,,) = P(G,)+P(H,). Donc| P(E,) = 1P(En,_1)+ 1 P(En_2)

4) La suite (P(E,))n>1 est une suite linéaire récurrente d’ordre 2, et a pour équation caractéristique

x? — %33 — i = 0, donc les deux solutions distinctes sont r, = 1*4—‘/5 et ro = %.
Il existe donc deux constantes réelles A et w telles que : Vn > 1, P(E,) = Ar{' + pry.

Pour tout n > 1, si E,, 1 est réalisé, alors le gagnant n’a pas été désigné non plus a l'issue des duels précé-
dents. L’événement F,, est donc nécessairement réalisé. Ainsi E,, 1 C E,. Lasuite (E,,) étant décroissante,

P < Ol E") = nh~>nolo P(E,) = 0 par continuité décroissante. Comme |r1]| < 1 et |rz| < 1, la suite P(E,,)

o0
tend vers 0. D’ou| P < N En) =0, donc « le tournoi désignera un vainqueur » est presque certain
n=1

car I'événement « le tournoi désignera un vainqueur » est le contraire de ’événement « on ne désignera
jamais de gagnant au tournoi ».

EXERCICE 2 — UNE SERIE DE FONCTIONS (EXTRAIT DE CENTRALE TSI 2011)

1) Pour tout # > 0, f(z+1)—g(z+1) = (3 — f(2)) = (; —9(x)) = —(f(x) —g(x)), Dot f(z+2)—g(z+2) =

—(flz+1)—g(z+1)) = f(x) —g(x),donc| f— g est 2-périodique




De plus, les fonctions f et g tendent vers 0, donc 1+im(f —g) = 0. Soit alors x € R*_ fixé. La fonction
h = f — g est 2-périodique, d’ou, pour tout n € N, h(z) = h(x + 2n) — 0. D’ou h(z) = 0 et,
n—oo

le choix de z étant arbitraire dans R?, la fonction h est nulle sur R%, i.e. f = g sur R%. Donc

la solution de (S) est unique, si elle existe

2) Soit z > 0 : la suite (=

m) e tend vers 0 en décroissant, donc la série numérique Y fi(z) converge,

d’apres le théoreme des séries alternées. Donc|  la série de fonctions ) fi converge simplement sur R’

3) Pour chaque n € N*, sup |fn(z)| = %, or la série 3 L diverge, donc la série de fonctions Y f,, ne
z€RY

converge pas normalement sur R .

4) Toujours d’apres le théoréme des séries alternées, pour tout k € N et tout = € R%, on peut majorer la

valeur absolue du reste R, ( Z fr(z
k=n-+1
1 1

R,(x)| < <

()] < r+n+1  n+l
qui est un majorant. Donc sup |R,(z)| < n+1 car le sup est le plus petit majorant. Or ? — 0,d’oun

z€RY n—00

sup |R,(x)| tend vers 0 d’apreés le théoreme des gendarmes. Le reste de la série de fonctions converge
z€RY

uniformément vers 0, donc | la série de fonctions ) fj, converge uniformément sur R

5) On utilise le théoréme de la double limite : pour chaque k € N, fi(z) = ¢

— k ’ .
136 — 0 et la série de
z+ xr——+00

fonctions ) fi converge uniformément sur R d’apres la question précédente.

Donc lim f(z) = iO:O:O

r—r+00 k=0

6) Soita>0:

1)k+1
atry? pour tout z > a;
— la série de fonctions ) fi converge simplement sur [a, +oo[ d’apres la question 2 ;

— pour tout k € N, la fonction fj est de classe C! sur [a, +00[ et f(z) = =

— pour tout z > a et tout k € N, |fj(x)] < W et la série numérique ) m converge car
ﬁ ol k% qui ne change pas de signe. Donc la série de fonctions > f} converge normalement
donc uniformément sur [a, +o00].

On en déduit que f est de classe C! sur [a, +oo[. Et ce, pour tout a > 0.

Donc la fonction f est de classe C! sur ]0,+o0o[ |et, pour tout z > 0, f/(x) = Z k)2 est du
k=0

méme que signe que le premier terme, donc négatif. Donc la fonction f est décroissante




: (1) I DL e L
7) Soient © > 0, N € N et Sy(z) = ];::O G- Alors Sy(z +1) = kzzjo GIiE — X D’ot
Sy(z)+Sn(z+1) =1+ z(+11\/)+1 Cette égalité passe a la limite N — oo car la série numérique » . fi(x)

converge d’aprés la question 2, donc | f(z + 1) + f(z) = + pour tout = > 0

8) f(z) =1 — flz+1).Or lim+ f(x 4+ 1) = f(1) car f est continue en 1 d’apres la question 6. D’ou
z—0

f(x)=2+40(2). Donc| f(z) ~ 2

z—0t T

9) La fonction f est décroissante sur R* d’apres la question 6, d’ot1, pour tout > 0,
2f(x+1) < fx+1) + flz) < 2f(2).

Or f(z)+ f(x+1) = 2. Donc f(z) > 5. Et f(z+1) < 5. D'ont 5= < f(z) < 525 pour tout z > 1.
En multipliant par 2z qui est positif, on obtient I’encadrement 1 < 2z f(z) < 22

des gendarmes, lilj_l 2zf(z) = 1. On en déduit que | f(z) ~ &=
Tr—r+00

-1

10) L’intégrale fo = " dt est impropre en 0 si, et seulement si, z—1 < 0. De plus & 1+t o

t*~1 qui ne change

pas de signe au voisinage de 0. Or 'intégrale fo tl—,m dt converge si, et seulement si, 1 —z < 1 d’apres le cri-

ltz

0 T "t converge si, et seulement si, le réel x est strictement positif

tere de Riemann en 0. Donc

11) Si 0 < z <y et t €]0, 1], alors f—_f_t > lt—_it ce qui implique, en utilisant la croissance de l'intégrale, que

g(z) > g(y).| La fonction g est donc décroissante sur R*

12) D’une part, pour tout x > 0, g(z + 1) + g(z) = fo 1&5:_1) dt = fl t*=ldt =1

_dt < fo t*~1dt = 1. Donc g(x) — 0 d’apres le

D’autre part, pour tout € R%, 0 < g(x) = -
Tr—r+00

0 1+t
théoreme des gendarmes.

On en déduit que la fonction g est une solution du systeéme (5)

PROBLEME

Partie A - étude d’un endomorphisme

1) D’une part, ¢ est linéaire car, pour tous «, § dans R et P, Q dans R, [X],
p(aP+BQ) = X(aP'+ Q") —(1-X*)(aP" + Q")
— al:XPl_(l_XQ)P//}_'_BI:XQ/_(l_XQ)Q//:I
= ap(P) + Be(Q).



D’autre part, pour chaque k > 2, o(X*) = XkX* 1 — (1 - X2)k(k — 1) X% 2 = k2X* — k(k — 1)XF2.
De plus ¢(1) = 0 et o(X) = X. Par suite, Yk < n, p(X*) € R,[X]. D’'ou R,[X] est stable par (.
Donc ¢ est un endomorphisme de R, [X].

2) Du calcul précédent de ¢(X*) pour chaque k € [0,n], on tire que la matrice de ¢ dans la base
(1, X, , X™) est

(1) o(X) o(X?) e(X"1) (XM
1 0 0 ) 0 0
X 0 1 0 0 0
X2 0 0 92 - 0 0
xn-2 0 0 0 0 —n(n —1)
x| o 0 0 (n —1)2 0
X 0 0 0o .- 0 n2

n
3) La matrice ci-dessus est triangulaire, d’ott det(Aid — ) = H()\ — k?). Donc Sp(p) = {k* k € [0,n]} .
k=0
4) L’endomorphisme ¢ possede n + 1 valeurs propres distinctes deux & deux, or n 4+ 1 = dim R, [X], donc ¢
est diagonalisable. De plus 0 € Sp(¢p), donc ¢ n’est pas bijectif.

00 -2\ /-1 ~1
5) Sin =2 alors o(X°) =0 = 0X° o(X) = X =1X et [0 1 0 0] =4]0], don
00 4 2 2

©(2X? —1) = 4(2X? —1). Les trois polynomes 1, X et 2X? — 1, échelonnés en degré, forment une famille
de Ry[X], c’est une base de Ry[X] car 3 = dim Ry[X] et cette base est constituée de vecteurs propres de
®.

Partie B - les polynémes de Tchebychev

6) Par récurrence, on prouve, pour tout n € N*, la propriété P, : « le polynéme T}, a pour degré n et le
coefficient de son terme dominant est 271 ».
La propriété P; est vraie car Ty = X a pour degré 1 et le coefficient de son terme dominant est 2°. Et
P, est vraie car Th = 2X? — 1 a pour degré 2 et le coefficient de son terme dominant est 2'.
Si P, et P, sont vraies, alors P, est vraie car Ty1o = 2X - (2" X" ...y — (271X ... ) a
pour degré n + 2 et le coefficient de son terme dominant est 27F1.
Donc P, est vraie pour tout n € N*.

7) Par récurrence, on prouve que, pour tout n € N, T,,(cos§) = cos(nf).
La propriété est vraie aux rangs 0 et 1 car Tp(cosf) =1 = cos(00) et T1(cos @) = cosd = cos(16).
Si la propriété est vraie aux rangs n et n + 1, alors elle est vraie au rang n + 2 car T;,42(cosf) =
2c080T,11(cosf) — Ty, (cos @) = 2cosfcos(n + 1)0 — cosnf. Or cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosacosb
pour tous réels a et b, et en particulier pour a = (n+ 1)8 et b = 0. D’ott T,,12(cos 6) = cos(n + 2)6.
La propriété est donc vraie a tout rang n € N.

8) Soit n > 2. Pour chaque k € [0,n], 5 + k7 appartient a Iintervalle [0, 7]. Or la fonction cos est
strictement décroissante sur cet intervalle, donc elle y est injective. Par suite les n réels ag, -, an_1
sont distinets deux & deux. Ils appartiennent & l'intervalle [—1,+1] et, D’aprés la question 7, ce sont des

racines de T, car Ty, (ay) = cos [n - (& + kZ)| = cos(% + k) = 0 pour tout k € N.

Partie C - vecteurs propres



9) Soit « € [—1,+1] : posons 6 = Arccos(z). Alors cosf = x et, d’apres la question 7,
T (z) = Ty (cos6) = cos(nb) = cos(n - Arccos(x)).

10) La fonction Arccos est dérivable sur | — 1, +1[ et, pour tout = €] — 1, +1[, Arccos’(z) =

V1—z2’
d _
D’ou T}, (x) = — cos(n - Arccos(x)) = —sin(n - Arccos(m))in et
dz 1 — 22
T!(z) = d sin(n - Arccos(z)) L sin(n - Arccos(z)) "
" C dw V1—2a2 dz \/1 — 2
n? ) nw
= —cos(n - Arccos(z)) - 5 +sin(n - Arccos(z)) - —
- V1— 22
On en déduit que, pour tout €] — 1, +1],
(1 — 2T (x) — 2T (x) + n*T,(x) =0 (En)
11) De la question précédente, il résulte que tous les réels de | — 1,41 sont des racines du polynéme

(1 - X%)T" — XT), + n?T,. Ce polyndome est donc nul car il posséde une infinité de racines. Donc
Péquation (&,) est vérifiée pour tout = € R.

12) On vient de montrer que (1 — X2)T?/ — XT) + n?T,, = 0. D’ou XT}, — (1 — X*)T/ = n*T,,, autrement
dit : ¢(T},) = nT),. Le polynome T}, n’étant pas nul, c’est un vecteur propre de  associé a la valeur

propre n2.

Partie D - un produit scalaire

+1

1 R
13) L’intégrale ———— dx est convergente si, et seulement si, les deux intégrales / ————dzx et
) g Vi g : ; g e
/ ’ 71 dx 1 t
 le sont.
—1V 1-— :L‘2

1
; ﬁdx = [Arcsin(x)]g = Arcsin(a) aj— g Dot la

premieére intégrale est convergente et, de méme, la deuxieme.

1 1 11 o

DEUXIEME METHODE : = ~ ——— 0Or / —_—

Vi—22 (I —2)1+z) =>1- V2VI-x 0o Vi—=x

d’apres le critére de Riemann en 0 (avec o = %) D’ou la premiere intégrale est convergente et, de méme,
la deuxieme.

PREMIERE METHODE. Soit a € [0,1] :

dx converge

14) La fonction z — P(z)Q(z) est continue sur le segment [—1,+1], elle y est donc bornée. Par suite, il

) P(xQ(x) 1
existe un réel M tel que : Vz € [—1,+1], [P(2)Q(z)| < M.Doll | ——= | < M - ——
q [ , [P(2)Q(2)] ‘ — Tz

x €] — 1,+1[. D’apres la question précédente, l'intégrale (P | Q) est donc absolument convergente.

pour tout

15) On veut montrer que la forme (-|-) est bilinéaire, symétrique, définie positive :

S [(P|Q) = j%d@«: j%dx:(mm

B |{(aP+ BQ|R) = a(P|R) + S(Q|R) par linéarité de I'intégrale. D’oti la linéarité & gauche de (-|-)

et la bilinéarité par symétrie.



16)

17)

18)

19)

P (P|P) = f“ i (I) dx > 0 car c’est I'intégrale d’'une fonction positive.

D Supposons que (P|P) = 0. Alors f“ 5771) dz = 0. Or la fonction z +— \1;125%)2 est positive et

continue, d’ott Va €] — 1, +1[, P(z) = 0. Le polynéme P a donc une infinité de racines, ce qui prouve que
P=0.

1 2n0 T 1 in(2n0)1"
On linéarise : si n # 0, alors cos?(nf) = —’—C#w), d’ott / cos?(nf) df = 3 [9 + sm(Qn)} =
0 nJo

Et , si n =0, alors / cos?(nf) df = / 1d = .
0 0

™
5

+1 2
T (x . .
Or [|T,|| = /{(Tn|Th) et (T,|T},) = \/% dz. Changeons de variable : © = cos#. La fonction
1 e 0 72 ™
T T 0
6 — cosf étant de classe C!, Talw) dz n(cos ) (—sinf) df = / cos?(nf) df car
0

o1 V122 = V1—cos?0
V1 —cos?f = Vsin? = |sinf| = s1n9 pour tout 6 €]0, 7].

Donc ||T,,|| = +/7/2 pour tout n € N*. Et || Ty = /7.

Soient P et () deux polynémes de R[X] :

+1 1 +1
@R Q) = [ P @) - 1= @) Q) o= de = [ (apule) de

ot les deux fonctions u : z +— —P'(x)v/1 — 22 et v : + Q(z) sont de classe C! sur ] — 1, +1[. D’ou, en
intégrant par parties :

+1 +1
@P) @) = @)} - [ ue@)de =0+ [ P@Q@)yi-ds,

—1 -1

+1
On a montré que, pour tous P et Q dans R[X], (¢(P) | Q) = P'(2)Q'(z)V/1 — 22 dz. Par suite
-1
+1
(p(Q) | P) = Q'(z)P'(z) V1 — 2% dx est égal & (p(P) | Q).
Si m # n, alors les polynémes T}, et T}, sont des vecteurs propres de ¢ associés aux valeurs propres

distinctes m? et n? d’apres la question 12. Or les réels (¢(T},) | Tp) = m*(Ty, | T et (o(T3) | Ton) =
n*(T,, | Tr) sont égaux d’aprés la question précédente. Dot le réel (T;, | Tp,,) est nul, donc Ty, L T,.
La famille de n + 1 vecteurs (Ty, T, - ,Ty) est orthogonale, aucun de ses vecteurs n’est nul, elle est
donc libre et c’est une base car n + 1 = dimR,,[X].



