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II.1 MATRICES SEMBLABLES, TRACE ET DETERMINANT

Se rappeler d’abord les formules de passage : soient F un K—espace vectoriel de dimension finie n, B
et B’ deux bases de E et P € GL,(K) la matrice de passage de B a B’ :

— st X = [z]p € M,1(K) est la matrice colonne des coordonnées d’un vecteur « € E dans la base B
et X’ = [z]p la matrice colonne des coordonnées du méme vecteur = dans la base B, alors

X=PX'

— si A = [ulg € Mp,(K) est la matrice carrée d’'un endomorphisme v € L(E) dans la base B
et A’ = [u]ps la matrice carrée du méme endomorphisme u dans la base B’, alors

On dit que deux matrices A et A" de M,,,,(K) sont semblables s’il existe une matrice inversible P telle
que A’ = P~1 A P. Autrement dit, deux matrices sont semblables si, et seulement si, elles représentent un
méme endomorphisme dans deux bases.

EXERCICE 1 — Soit § € R. Montrer qu’il existe une matrice inversible P (quelle est cette matrice ¢ est-elle
unique ?) telle que
cosf  sind
pt. . P = 10 .
sinf —cosf 0 -1

Se rappeler que la trace et le déterminant d’une matrice carrée A = (ai;) (i j)ef1,n]2 € Mnn(K) sont
définis par

tr(A) = ai + -+ apn = Zan’ et det(4) = Z £(0) H Qo (i)i-
i=1 i=1

ocES,

La trace est linéaire : tr(acA + 8B) = atr A+ S tr B pour tous o, 5 € K et A, B € M,,,,(K). Pas le
déterminant : det(A 4+ B) # det A + det B et det(ad) = o™ det A. Mais le déterminant est multilinéaire
(i.e. linéaire par rapport a chacune de ses colonnes) et antisymétrique (il change de signe si on échange
deux colonnes).
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Soient A et B deux matrices carrées :

tr(AT) =tr(A) et det(AT) = det(A),

tr(AB) = tr(BA) et det(AB) = det(A) - det(B) = det(BA)

Par suite, deux matrices semblables ont la méme trace et le méme déterminant : la matrice d’un
endomorphisme u change quand on change de base (A devient A’ = P~! A P) mais ni la trace ni le
déterminant de cette matrice ne changent : tr A’ = tr A et det A’ = det A. (On dit que la trace et le
déterminant sont des invariants de similitude.)

On peut donc parler de la trace ou du déterminant d’un endomorphisme u, sans préciser dans quelle
base :
tr(u) = tr([u]p) et det(u) = det([u]g)
ne dépendent pas de la base B. De plus :

tr(uowv) = tr(vowu) et det(u o v) = det(u) det(v) = det(v o u).

I1.2 NOYAU, IMAGE ET RANG

Imu

FicURE II.1 - NOYAU & IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE

Soient E et ' deuz espaces vectoriels, u une application linéaire de E vers F. Se rappeler que le noyau
et I'image de u sont définis par :

Vee E, x€Keru < u(x)=0p et VyeF, yelmu < 3z € E, y=u(x).

Le noyau de u est un sev de F; 'image de u est un sev de F et, plus généralement, 'image directe
d’un sev de E est un sev de F.

u injectif <= Keru = {0g} et u surjectif <= Imu = F.

EXERCICE 2 — Montrer que tout supplémentaire du noyau Keru d’un endomorphisme u est isomorphe a
l'tmage ITmu.

Si F est de dimension finie, il en résulte le théoréme du rang :

dim E = dimKer(u) + dimIm(u)
—_———
=rg(u) par déf
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Et son corollaire dans le cas ot dim E = dim F' (a fortiori dans le cas ol u est un endomorphisme) :

u injectif <= w surjectif <= wu bijectif <= det(u) # 0.

REMARQUE 3 — Le théoréme du rang ne dit pas que noyau et image sont toujours supplémentaires :
. ) 1 1

penser 4 la matrice (1 1).

EXERCICE 4 — Se rappeler qu’une forme linéaire est une application linéaire d’'un K — ev E vers K.

1. Montrer qu’une forme linéaire est, ou bien nulle, ou bien surjective.

Se rappeler que le noyau Keru d’une forme linéaire u non nulle est appelé un hyperplan.

Soit E un ev de dimension n. Montrer que :
2. tout hyperplan de E est un sev de dimension n —1;

3. réciproquement, tout sev de dimension n — 1 de E est un hyperplan.

La trace tr : M,,(K) — K est une forme linéaire non nulle.

4. Déterminer une base de Uhyperplan Ker(tr).

II.3 INTERSECTION, PRODUIT ET SOMME DE sev

EXERCICE 5 — Soit E un ev.
1. Montrer qu’une intersection de sev de E est encore un sev de E.
2. Montrer que la réunion de deux sev n’est pas toujours un sev.
3. Plus précisément : montrer que la réunion de deux sev est encore un sev si, et seulement si, l'un

des deux sev est inclus dans 'autre.

-
4. Montrer que le produit Fy x --- x F,. = HFZ de r sev de E est un sev de E". Et que, si les sev F;
i=1

dim ﬁ F; = z’“: dim Fj.
i=1 i=1

sont de dimensions finies, alors

DEFINITION 6
Soient Fy, ---, F, des sev d'un K — ev E. On dit que :

1. une partie S de E est la somme des sev Fj si, pour tout v € F,
veS <= J(vy,...,v) EF X - XFp,v=0v1+ "+,
2. cette somme est directe si

Yoels, M vy,...,v) EF XX F., v=0v1+ - +v,;

3. les sev F; sont supplémentaires si la somme des F; est directe et égale a I'ev E.

-
La somme des r sev F; est notée F; +---+ F}. ou Z F;. Si elle est directe, alors on la note F; & - - - & F,.
i=1
s s
ou @ F;. Les sev sont supplémentaires si, et seulement si, & F; = F.
i=1 i=1

1=

11



CHAPITRE II. ALGEBRE LINEAIRE

EXERCICE 7 — Montrer que les trois sev

F = {PeE|P0)=P®1)=P(2) =0}
G = {PcE|P1)=P(2) =P(3) =0}
H = {PecE|P(X)=P(-X)}

de l'ev E = R3[X] sont supplémentaires.

PROPOSITION 8
Soient Fy, ---, F, des sev d'un K—ev E.

1. La somme des sev F; de E est encore un sev de E.

T T
2. Si les sev F; sont de dimensions finies, alors dimZFi < Zdim F;.
i=1 i=1
T T
3. La somme des sev F; est directe si, et seulement si, dimZFi = Zdim F;.
i=1 i=1

”
Preuve — On utilise 'application ¢ : H F, - E, (vi,...,vr) = v1+ -+ vp.

=1

T
1. Imp est un sev de E car ¢ est linéaire. Et Imp = Z F;, qui est donc un sev.
i=1

s T s T
2. D’apres le théoreme du rang, dim H F; =dim Ker ¢ 4+ dim Im ¢, d’ou dim Z F; =dim Im ¢ <dim H F;= Z dim Fj.

i=1 i=1 =1 i=1

3. D’apres la définition 6, la somme des F; est directe si, et seulement si, ¢ est injective si, et seulement si, dim Ker ¢ = 0.
O

EXERCICE 9 (sur la somme de deux sous-espaces vectoriels) — Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels

de dimensions finies d’un espace vectoriel E. En utilisant Uapplication ¢ : F X G — E, (x1,22) — 1 + X2,
montrer que :

dim(F+ G) =dim F +dimG —dim(FNG) et la somme F + G est directe <= FNG={0g}

p=roc”]

FI1GURE I1.2 — SYMETRIE ET PROJECTEUR

REMARQUE 10 (sur les projecteurs) — Si F' et G sont deux sev de E supplémentaires, alors tout vecteur
x € E s’écrit de maniére unique v = x1 + 2, ot (x1,22) € F' X G. On peut donc définir le projeté p(x) de

12
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x sur F parallélement a G et le symétrique s(x) de x par rapport o F parallélement a G ainsi : p(x) = x1
et s(z) = x1 — xa.

Pour tout x € E, x + s(x) = 2p(x), d’ot idg + s = 2p. Se rappeler qu’un endomorphisme

p est un projecteur <= pop=p ; p projette sur Imp parallélement a Ker p
et que
s est une symétrie <= sos =1id 1 s est la symétrie par rapport ¢ Ker(s — id) parallélement o Ker(s + id)

EXERCICE 11 — Soit E un ev de dimension finie. Montrer que : si p est un projecteur, alors tr(p) = rg(p)
est égal a la dimension du sev sur lequel p projette.

St E=F &G, on peut aussi définir le projecteur q sur G parallelement a F. Alors
p+q=idg , pop=p , qoq=q et pog=qop=0.

De méme, si E=F, @ ---® F., alors tout vecteur x € E s’écrit de maniére unique r =1 + - - - + T,

ot (x1,- -+ ,2,) € Fy X -+ X F.. Pour chaque i € [1,r], Uapplication p; : E — E, x — x; est le projecteur
sur parallélement a . Alors
. . pi s11=]
pr+-+pe=idg et V(0§ €[L,r]?, piopi=4q" T
0sii#j

PRrROPOSITION 12 (Hyperplans)
Soit H un sev d'un ev E :

— (en dimension finie ou infinie) H est un hyperplan de E ssi H est le noyau d'une forme linéaire non
nulle (c'est la définition), ssi H est le supplémentaire d'une droite vectorielle;

— (en dimension finie n = dim E) H est un hyperplan ssi dim H =n — 1.

Preuve — Supposons que H est le noyau Ker ¢ d’une forme linéaire non nulle ¢. Dans le K — ev E (de dimension finie ou
infinie), il existe des vecteurs u n’appartenant pas & ’hyperplan H (car la forme linéaire est non nulle). De plus, si u est un
tel vecteur n’appartenant pas & H, alors ’hyperplan H et la droite Vect(u) sont supplémentaires : H @ Vect(u) = E.

En effet, p(u) # Ox. D’ou, en posant le vecteur a = ﬁu, il vient que :

e H + Vect(u) = F car tout vecteur z de E s’écrit © = p(x)a + x — p(x)a, or le vecteur p(x)a appartient & la droite
Vect(u) et le vecteur z — p(x)a appartient & ’hyperplan H ;

e la somme H + Vect(u) est directe car H N Vect(u) = {Og}. En effet, si ¢ € Vect(u), alors I\ € K, 2 = Au. Or
VA eK, o(Au) =Ap(u) =0 = A=0 = z=0g.
Réciproquement, si H est le supplémentaire d’une droite vectorielle, alors il existe un vecteur v non nul tel que H® Vect(u) = E.
Tout vecteur z € E s’écrit alors, de maniére unique, x = y + au, ou y € H et a € K. Parce que « est unique et dépend de =z,
on peut le noter p(z). L’application ¢ : E — K, z+— a = ¢(z) est une forme linéaire non nulle (car p(u) =1) et H en est
le noyau.

En dimension finie n, la preuve est fournie par I’exercice 4. O

I1.4 STABILITE D’UN Sev PAR UN ENDOMORPHISME

DEFINITION 13
Soient F un espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de F et v : £ — E un endomorphisme. On dit
que I est stable par u si  Vx € F, u(x) € F, autrement dit : u(F) C F.

Si un sous-espace vectoriel F' de E est stable par u, alors on peut restreindre ’ensemble de départ (c’est
toujours possible) et 'ensemble d’arrivée (c’est possible car F' est stable par u) pour définir 'application

ulp: F— F, ©— u(zx).

Cette application est ’endomorphisme induit sur F' par u, c’est un endomorphisme de F.

13
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EXEMPLE 14 — 1. La dérivation D : R[X]| — R[X], P(X) — P'(X) est un endomorphisme. Pour
chaque n € N, le sous-espace vectoriel R,,[X| est stable par D.
2. Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires dans un ev E (E=F ® G), alors F et
G sont stables par le projecteur p sur F' parallelement a G. Et aussi par la symétrie s par rapport a
F parallélement & G. De plus,

p |F: ldF , P ‘G: 0 , S |F: idF et s |G: 7idg.
0 10
100
0 01

R3. Interpréter géométriquement cet endomorphisme. Déterminer trois droites vectorielles stables par .
En déduire une matrice inversible P telle que la matrice P~ AP est diagonale.

EXERCICE 15 — La matrice A = représente un endomorphisme u dans une base (i, j,k) de

PROPOSITION 16
Soient u : E — FE et v : E — E deux endomorphismes d'un espace vectoriel E. Si u et v commutent
(uwov=wvou), alors le noyau Keru et I'image Imu de u sont des sous-espaces vectoriels stables par v.

Preuve — Soit « € Keru. On veut montrer que v(z) € Keru :
u(v(z)) =uov(zr) =vou(z) =v(0g) =0g, d’ot v(z) € Keru.
Soit y € Imu. On veut montrer que v(y) € Imw :

il existe € E tel que y = u(z). D’ott v(y) = vou(zr) =uov(x) € Imu. O

EXERCICE 17 — Soient u et v deux endomorphismes qui commutent. Montrer que l’ensemble des vecteurs
invariants par u est un sev. Et que ce sev est stable par v.

Soit E = Fy ® F» la somme directe de deux sous-espaces vectoriels F; (de dimension d;) et Fy (de
dimension ds). Dans une base (B1, By) adaptée & cette somme directe, la matrice A de u est triangulaire
par blocs si, et seulement si, F} est stable par u :

— —
dlI A11 A12

A= Y- s , ol A11 :MatBl(u |F1)
dQI 0 Az

PALEN PAN
dlI A11 0 .
A= Y| , ou A= Matlgl (u ‘Fl) et Agy = Mat32 (u |F2)~
dQI 0 Ago
METHODE 18 (Calculer par blocs) — 1. On peut multiplier par blocs deuz matrices :
d1 dz d1 d2 d1 d2
VALEN s s PAEN VALEN VAN
dlI An Aqg dli[ B Bio dli[ A11B11 + A12By A11B12 + A12Bao
dzI Aoy Az dzI By Bas dz[ Ag1B11 + Az Boy A1 B1a + AgaBao

2. On en déduit que le déterminant d’une matrice

PRI VRN
L ol (At Ap
dQI 0 Az

14
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triangulaire par blocs est  det A = det A1 X det Ags.

A1 A2 14, 0 14, A1z A1 0
Preuve — = . . s
0 Ao 0 Aoo 0 Id2 0 ]d2

M N P
d’ot det A = det M - det N - det P. Or det M = det A2 (développer en suivant les premiéres colonnes), det N = 1
(déterminant triangulaire) et det P = det A11 (développer en suivant les dernieres colonnes). O

On peut généraliser les propriétés ci-dessus a plus de deux sous-espaces vectoriels :

EXERCICE 19 — Soient deux matrices T triangulaire par blocs et D diagonale par blocs :

ol [ An P Ap ol [ An P o0
wl| 0 An * wl| 0 An 0
...... W opo
o . o .
de : App de App

p
1. Montrer que detT =detD =det Aj; x det Agy X --- x det Ay, = Hdet Al
i=1

2. On suppose qu’un espace vectoriel E = Fy @ ---® F), est la somme directe de p sous-espaces vectoriels
F; de dimensions d; et de bases B;. Dans la base B = (By,--- ,Bp,) de E adaptée a cette somme
directe, la matrice Matp(u) est :

— de la forme D diagonale par blocs si, et seulement si, - - -

— de la forme T triangulaire par blocs si, et seulement si, - - -

I1I.5 POLYNOMES D’UN ENDOMORPHISME

DEFINITION 20
N

Soit un polynéme P = Zaka € K[X].
k=0
1. Soit u € L(E) un endomorphisme d'un K—espace vectoriel E. On note P(u) |'endomorphisme

N
P(u) :Zakuk =aoldg + au+ - +ayu’, otu’ =idgetuf =uouo---ou.
—_——
k=0 k fois
2. Soit une matrice carrée A € M,,,(K). On note P(A) la matrice

N
P(A) =Y A" =aoly + A+ +ayAY, ot A'=T,et A" =A-A-- A
k=0 k fois

Si FE est de dimension finie, alors on peut représenter ’endomorphisme u par sa matrice dans une base B
de E et on constate que :

[P(w)ls = P ([u]s)-

15
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PROPOSITION 21
Soient un espace vectoriel E et un endomorphisme u € L(E). Pour tous (P, Q) € K[X]? et (o, B) € K2,

(aP + BQ)(u) = aP(u) + BQ(u) et (P x Q)(u) = P(u) o Q(u).

Preuve —

N N
() Soient P = Z ar X" et Q = Z b X*. Pour tout (o, B) € K2,
k=0 k=0

N
(P +BQ)(u) = (Z(‘mk + 5bk)Xk> (u)
k=0
N N [eS)
= Z(aak + Bbk)uk =« Z apu® + 8 Z bru®
k=0 k=0 k=0
= aP(u)+ BQ(u).

(47) On commence par les cas particuliers P = XP et Q = X9 :
(P x Q)(u) = XPT(u) = uPT? = uP o u? = P(u) o Q(u).

Puis on généralise & tous les polynémes P et @Q en utilisant (7).

De méme, soit A une matrice carrée. Pour tous (P, Q) € K[X]? et (a, 3) € K2,

(aP + BQ)(A) = aP(A) + BQ(A) et (P xQ)(A) = P(A)-Q(A).

EXERCICE 22 — Soient A et B deux matrices semblables et P un polynome. Montrer que :

P(A) et P(B) sont semblables et P(AT) = (P(A)".

I1.6 POLYNOMES ANNULATEURS
DEFINITION 23
Soient un K—espace vectoriel E et un polynéme P € K[X].

1. Soit u € L(E) un endomorphisme de E. On dit que P est un polynéme annulateur de u si
P(u) = 0z (gy. Autrement dit : si Vo € E, P(u)(z) = 0g.

2. Soit une matrice A € M,,,(K). On dit que P est un polynéme annulateur de A si P(A) = Opq,, (x)-

EXEMPLE 24 — Un endomorphisme u est
— un projecteur si, et seulement si, X2 — X est un polynéme annulateur de u.

— une symétrie si, et seulement si, X2 — 1 est un polynéme annulateur de u.

EXERCICE 25 — Soient n > 2 et la matrice

o 1 ... ... 1
1 0 :
J: : -.. -.. -.. E EM””(K).
: o1
r ... ... 1 0

Calculer (I,, + J)? et en déduire que X? — (n —2)X — (n — 1) est un polynéme annulateur de J.

16
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METHODE 26 (Inverser une matrice) — Si P = ag+a1 X +---+an X" est un polynéme annulateur d’une
matrice A et siag # 0, alors A - (a11, + agA+---anAN~Y) = —agl,. Donc la matrice A est inversible et
son inverse est

1 N
Al= = AR—L,

EXERCICE 27 — Montrer que la matrice J est inversible et que J ' = 1= (J — (n —2)1,,) .

n—1

METHODE 28 (Calculer les puissances d’une matrice) — Si P = ag + a1 X +--- +an X" (ot any #0) est
un polynéme annulateur d’une matrice A, alors la division euclidienne de X* par P s’écrit

X*¥ = P(X)Qu(X) + R(X) avec deg(Ry) < N.

Donc AF = Ry (A).

EXERCICE 29 — Montrer que, pour tout k € N, J*¥ € Vect(I,,J) et J* = (=1)FI, + W(In +.J).

II.7 LE POLYNOME MINIMAL

PROPOSITION-DEFINITION 30

Toute matrice A € M,,,,(K) possede un polyndme annulateur non nul. L'unique polynéme annulateur de A
qui est unitaire et de degré minimal est appelé le polynéme minimal de A et est noté p4 (ou m4). Un
polynéme est annulateur de A si, et seulement si, il est divisible par 4.

Preuve — Le K — ev Mpp(K) est de dimension n?, d’ot les n2 + 1 matrices A = I,,, A’ = A, A2, ..., A" sont liées, d’ott :
il existe (ao,a1,a2, -+ ,a,2) € K"”+1 non tous nuls tels que aoln +a1A+asA%2 4+ + a2 A" = 0. Donc le polynome

P(X)=ao+a1X +axX%+ .-+ a2 X est non nul et est annulateur de la matrice A. L’ensemble Z 4 des polynémes
annulateurs de A n’est donc pas réduit & {0}. C’est de plus un idéal de I'anneau K[X] des polynémes, d’apres la définition
d’un idéal donnée dans ’annexe ?7.

Donc il existe un unique polynéme unitaire p4 tel que T4 = paK[X], d’aprés une proposition de ’annexe ?7. O

La proposition 30 vaut pour toute matrice A € M., (K), donc aussi pour tout endomorphisme u € L(E)
si E est de dimension finie. Le polynoéme minimal de I’endomorphisme u est noté p,, (ou my).

EXERCICE 31 — 1. Déterminer le polynome minimal de la matrice J de ’exercice 25.

2. Montrer que la dérivation D : C°(R) — C>®(R), f — f' ne posséde pas de polynéme annulateur
non nul.

3. Montrer que deuxr matrices semblables ont les mémes polynomes annulateurs et donc le méme
polynome minimal.

REMARQUE 32 — Soit A € M, (K). L’application eq : K[X] = My, (K), P — P(A) évalue chaque
polynome P en A. C’est un morphisme d’anneauz, d’espaces vectoriels et méme d’algébres.

Preuve — C’est une conséquence de la proposition 21 et de la propriété e (1) = I, qui résulte de la définition 20. O

Son noyau Ker(ey) est donc un idéal de l’anneau K[X]. C’est I’ensemble des polyndmes annulateurs
de la matrice A, aussi appelé I'idéal annulateur de la matrice A.

Son image Im(e ), notée K[A], est donc une sous-algébre (commutative) de M, (K). Si d = deg(pa)
est le degré du polyndome minimal de A, alors (In, A, - ,Adil) est une base de U'ev K[A], qui est donc de
dimension d :

17
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Preuve — La famille (In,A7 e ,Ad_l) est :

— libre, sinon il ezisterait des scalaires ag,-- - ,aq—1 non tous nuls tels que agln + a1 A+ - +aqg_1 A1 =0 et, par
suite ag + a1 X + - - - + ag_1 X1 serait un polynéme annulateur non nul de degré strictement inférieur d degpua, ce
qui est absurde ;

— génératrice de K[A] car, pour tout polynome P € K[X], la division euclidienne de P par pa donne P =pa X Q + R
et deg R < degpa. On évalue ces polyndmes en A : P(A) = pa(A) - Q(A) + R(A) = R(A) € Vect (In, A, -+, A471).

O

DEFINITION 33
On dit que :

— un endomorphisme u est nilpotent s'il existe k& € N* tel que u* =0;

— une matrice carrée A est nilpotente s'il existe k € N* tel que A* = 0.

Si la matrice A est nilpotente, alors le plus petit entier k& € N* tel que A* = 0 est appelé l'indice de
nilpotence de A. Cet indice est aussi I'unique entier k € N* tel que AF =0 et AF=1 £ 0.

EXERCICE 34 — Soit une matrice A € M,,,,(K), nilpotente d’indice r. Montrer que :
1. le polynome minimal de A est X" ;

2. Uindice de nilpotence est inférieur ou égal a la taille de la matrice (r <n);

3. A" =0.

II.8 LE LEMME DES NOYAUX
LEMME 35 (des noyaux)

Soit u un endomorphisme. Si P(X) = H Py, (X) est un produit de polynémes P;(X), ..., P.(X) deux a
k=1

deux premiers entre eux, alors chaque noyau Ker Py (u) est stable par u et

Ker P(u) = @ Ker Py (u).
k=1

Preuve — Pour chaque k € [[1,7], les endomorphismes u et v = Py (u) commutent, d’ou (proposition 16) le noyau Ker(v) est
stable par u. Puis, par récurrence sur r > 2 :

1. D’abord r = 2 : d’apres le théoréme de Bézout, il existe (41, A2) € K[X]? tel que
AP+ APy =1, dou (A1P1)(u) + (A2P2)(u) =idg. (%)

— Siz € Ker P2(u), alors « € Ker P(u) car P(u)(z) = (P1(u) o P2(u)) (z) = P1(u) [P2(u)(x)] = P1(u)(0) = 0.
De méme si z € Ker P (u) car P(u) = Pi(u) o P2(u) = P2(u) o P1(u). Donc

Ker P; (u) 4+ Ker P2 (u) C Ker P(u).
— Soit « € Ker P(u). D’apres (%),
=1 +x2, ou z1=(A2P2)(u)(z) et z2 = (A1P1)(u)(x).

Or z1 € Ker Py (u) car
Pr(u)(z1) = (PrA2P2)(u)(2) = (A2(u) o P(u)) (z) = 0.
De méme, z2 € Ker P>(u). Donc
Ker P; (u) + Ker P2 (u) = Ker P(u).
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— Montrons que la somme est directe.
Si z € Ker P (u) N Ker Pa(u), alors £ = 0 car z = Az(u) o Pa(u)(z) + A1(u) o Pi(u)(z) d’apres (). Donc

Ker P; (u) @ Ker Pa(u) = Ker P(u).

2. Supposons que la propriété est vraie pour r polynoémes. Les deux polynoémes Q = P; --- P, et P,y sont premiers
r r+1

entre eux. D’ott Ker Q(u) & Ker Pr11(u) = Ker P(u). Or Ker Q(u) = @ Ker Py (u), donc @ Ker Py (u) = Ker P(u).

k=1 k=1

O

Dans le cas particulier ot P est un polynome annulateur de u,
T
E = P Ker Py(u)
k=1

car P(u) =0, d’ott Ker P(u) = E. Dans une base de E adaptée a cette somme directe, la matrice de u
sera diagonale par blocs car chaque noyau Ker Py (u) est stable par u.

EXERCICE 36 — Soient E un K — ev et v un endomorphisme de E tel que u® = u. Montrer que
Ker(u + id) @ Ker(u — id) @ Ker(u) = F

de deux maniéres :
1. par analyse-synthése ;

2. en utilisant le lemme des noyauz.
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