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D.M. no 1 de mathématiques

La série
∑ 1

n2
converge. On montre, de deux manières, que sa somme ζ(2) =

∞∑
n=1

1

n2
est égale à

π2

6
.

Partie 1 :

1) Montrer que : ∀x ∈
]
0, π

2

[
, sinx ≤ x ≤ tanx.

2) Soit, pour chaque x ∈]0, π[, cotx =
cosx

sinx
. Montrer que :

∀x ∈
]
0,

π

2

[
, cot2 x ≤ 1

x2
≤ 1 + cot2 x.

3) a) Soit n ∈ N∗. Soit un réel α. Exprimer sin ((2n+ 1)α) en fonction de sinα et cosα.

b) Montrer que, pour chaque k ∈ J1, nK, le réel cot2
kπ

2n+ 1
est une racine du polynôme

P (X) =

n∑
p=0

(−1)p
(
2n+ 1
2p+ 1

)
Xn−p.

c) Exprimer

n∑
k=1

cot2
kπ

2n+ 1
en fonction de n. Conclure.

Partie 2 (tirée de Mines-Ponts 2023 Math 2 MP/MPI ) :

4) Déterminer l’ensemble de définition de la fonction

σ : x 7→ σ(x) =

+∞∑
k=1

xk

k2
.

5) Exhiber deux nombres réels α et β tels que

∀n ∈ N∗,

∫ π

0

(
αt2 + βt

)
cos(nt)dt =

1

n2
.

6) Montrer que, si t ∈ ]0, π], alors

∀n ∈ N∗,

n∑
k=1

cos(kt) =
sin

(
(2n+1)t

2

)
2 sin

(
t
2

) − 1

2
.

7) Démontrer le lemme de Riemann-Lebesgue : si φ est une fonction de classe C1 sur [0, π], alors

lim
x→+∞

∫ π

0

φ(t) sin(xt)dt = 0.

8) Montrer que la fonction φ définie sur [0, π] par

φ(0) = −1 et ∀t ∈]0, π], φ(t) =
t2 − 2πt

4π sin
(
t
2

)
est de classe C1.

9) Conclure.


