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FEUILLE DE T.D. N° 1

Séries numériques

Exercice 1. Les séries suivantes sont-elles convergentes ou divergentes?
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Exercice 2 (Discuter suivant les valeurs d'un parametre). Pour quelles valeurs
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Exercice 3 (Séries géométriques). 1. Calculer f 2k dt et Z (—l)k 2k,
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3. De méme, apres avoir décomposé en éléments simples la fraction ration-
1

An+1)4n+3)

2. Montrer que la série Z
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Exercice 4 (Télescope et D.L.). 1. Montrer que la série
1 12
Y (—m Mot \/ﬁ) converge et calculer sa somme
e ( 1 N 1 2
=\Wn-1 vVn+1 vn )

2. Soit u, = v/n+avn+1+bvn+2. Montrer qu'il existe des réels a et b
uniques tels que la série }_ u, soit convergente. Calculer alors sa somme
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Exercice 5 (Discuter suivant les valeurs d'un parametre). Pour quelles valeurs
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Exercice 6 (Convergence non absolue). Soit une suite (u,) ,en telle que la
série ) u, converge mais la série ) |u,| diverge. Soient P, et M,, les suites
définies par:

VnelN, P,=max(0,uy,) et M, =min(0, u).

Montrer que les séries }_ P, et Y M,, divergent.

Exercice 7 (Nombres complexes). Soient un réel 0 fixé de sorte que sing #0.

; Soient les deux suites (Cy,) nen €t (Sp)nen+ définies par
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é 1. Pour chaque n € N*, montrer que
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et en déduire que la suite (C,) est bornée.
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2. Montrer que, pour tout n € N*,

i cos(k8) _ Cn 14 X”: Ck
= n+l = klk+1)
cos(k0O)

et en déduire que la série )

est convergente.

Exercice 8 (La fonction zéta de Riemann).

FIGURE 1 — LA FONCTION { DE RIEMANN.
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Montrer que I'’ensemble de définition de la fonction { est I'intervalle
I=1]1,+o00l.

2. Montrer que la fonction { est décroissante sur l'intervalle I.
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3. Montrer que, pourtoutx€ I, 1+ ——— <{(x) <1+ ——.
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4. Etudier xliIP {(x) et lir{l {(x). Proposer un équivalent de {(x) quand x
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tend vers 17.

Exercice 9 (Série télescopique, comparaison série-intégrale & théoreme de
sommation des équivalents). Soit la suite (u,) définie, pour tout n € N*, par
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1. Montrer que Uy4+1 — Up ~ 3 En déduire que la suite (u;) converge.
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Exercice 10 (Série télescopique & théoreme de sommation des équivalents).
1. Soit la suite définie par ug €]0, 1] et, pour tout n € N, Uy = sin u,.
(a) Montrer que la suite (1) est convergente et que sa limite est nulle.
(b) ATaide d'un D.L., déterminer un réel « tel que ug = ug converge
g vers une limite non nulle.
N (c) En déduire un équivalent de u;,.

‘ 2. Mémes questions sur la suite définie par uy > 0, u; > 0 et, pour tout
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éExercice 11 (Formule de Stirling). Montrer que la série Y’(—1)"In (1 + }1) est
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. En utilisant la formule de Stirling, déterminer un équivalent
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