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Séries numériques
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Exercice 1. Les séries suivantes sont-elles convergentes ou divergentes?
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Exercice 2 (Discuter suivant les valeurs d’'un parameétre). Pour quelles valeurs du réel a la série Z e est-elle
n+a

convergente?

Soit, pour tout n € N, u, = —“—-. On disjoint les cas :

n+a
e silal>1,alors |uy| ~ Tn ~ (I:ll) . Or la série géométrique ). ( \d\) converge, donc la série )" u; converge absolument.
e silal <1, alors |uy| ~ ﬂ <a|™. Or la série géométrique Y |al™ converge, donc la série ¥ u;, converge absolument.
e sia=1,alors u, = 1 et la série harmonique Z 1 diverge.
e sia=-1,alors u, = (n+1 etla série harmonique alternée ). (n+1 converge.

1 n
Exercice 3 (Séries géométriques). 1. Calculer f *kdret Z (-1 e2k,
0

k=0
2. Montrer que la série Z CDF converge et montrer que Z CD* -
q 2k+1 8 q ©2k+1 4’
1
3. De méme, apres avoir décomposé en éléments simples la fraction rationnelle —————————, montrer que la
(4x+1)(4x+3)
1 1 b4

converge et que Z
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1 ¢ =
Z( ) Z( 9" 1-(-1?) 1+12

et, en reconnaissant une somme géométrique :




k
-1 1 .
2. On peut affirmer, grace au théoréme des séries alternées, que la série Z ; k: 1 converge car la suite kTl tend vers zéro en décroissant.
n o (—nk
(Mais cela ne donne pas la valeur de la limite.) Autre méthode, on calcule la somme partielle S, = Z el grace a la question
k=0

n 1 1 n
précédente: Sp = ) (71)"_[ ke = f ( Y- l)kIZk) dt par linéarité de I'intégrale. D’ott
0 0 \k=0

k=0
1 1+(_1)nl,2n+2 1 1 1 t2n+2

Sp= dt:/ dt+ (-1 ”f dt.
" fo 1+1£2 0o 1+12 b 0o 1+1¢2

Puis on montre que la derniére intégrale tend vers 0 quand n tend vers oo :

t2"+2 1 t2"+2
Yte[0,1],0 < 5 5t2n+2,d’oﬁ05f
1+¢ o

1
72 dt= omy3 Par croissance de I'intégrale.
+ n

1 2n+2
D’apres le théoreme des gendarmes, quand n tend vers l'infini, la suite des réels f 72 dt tend vers zéro et aussi le produit
0o 1+

1 t2n+2
(—l)nf dt car la suite des réels (—1)"" est bornée.
0

1+1¢2
no(-pk 1 .
D’ol1 la suite des réels S;;, = Z tend vers f 5 = [arctan t]j = —.
&2k +1 0 1+t 4
k [es) k
(-1) (=1 b4
Donc la série converge et sa somme vaut =—.
Z 2k+1 8 ,Cz::(] 2k+1 4
WM ~ ﬁ d’oli (par comparaison de séries a termes positifs) la série Y m converge.
. On commence par décomposer la fraction. On cherche a et f tels que :
1 3 1 a B
VxeR\{——,——¢, = + .
4 4 (4x+1)(4x+3) 4x+1 4x+3

En multipliant I’égalité par 4x + 1 et en prenant x = —%, on trouve a = % De méme, en multipliant I'égalité par 4x + 3 et en prenant

-_3 —_1
x=-3%,ontrouve f=—3.

Pour calculer la somme de la série, on étudie la limite des sommes partielles :
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2Jo k=0
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D’ou =— > dx = —[arctan(1l) — arctan(0)] = —.
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Exercice 4 (Télescope et D.L.). 1. Montrer que la sérieZ( \/%+ \/ﬁ—\%) converge et calculer sa somme

i ( 1 N 1 2 )

=\Wn-1 vVn+1 vn '

2. Soit u, = vn+avn+1+ bvn+2. Montrer qu'il existe des réels a et b uniques tels que la série Y u,, soit
[e.e]

convergente. Calculer alors sa somme Z Up.
n=0




1. Premiére méthode : avec un DL de la suite, on va trouver la nature mais pas la somme de la série. Les trois termes de la somme
2

—

: 1 )
+ ——%= ont pour terme dominant —=, qu'on met en facteur pour calculer un D.L. :
n-1 n+l Vn p vn a p
11=ﬁ- 11:7 (1+u)“avecu——f—>0eta——%.
e
Vi-n
[P 1 1 1 3 1 1 1 3 1
D’ou :—-(1+—+—+—5)—— + + =€
Vn-1_ vn 2n " gp2 | p2 n an 8n2yn  n2yn "
A 1 1 1 3 1 1 3 1
== 5=+ = + = + +
De méme, Vil Vn ( 2n T gz Tz ¢ ) Vi 2nyn " 8nyn nz\/ﬁgn
1 1 2 3
Donc + ——= En~—%75-.
n—1 n+1 \/ﬁ 4n2f nzf T gpsi2
L. 1
La série ( + ) est de méme nature que la série de Riemann , donc convergente.
z Vn-1 \/n+1 ~Vn q X 5/2 8
" . . . . N 1 2
Deuxiéme méthode, meilleure : grace a un télescope, on va trouver la nature et la somme de la série. Pour tout N = 2, Z + — \7 =
n=2\vn-1 n+1 n

1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 1 1
R M A b M v A M v = v o e i - v i
1asérie2(ﬁ+¢% \/Zﬁ)convergeetsasommevautl—%.

2. D’abord, avec un DL, on détermine la nature de la série : u, = Vi+avn+1+bvn+2=vn+ayny/l1+ L +byn/1+2 = yn+
uf(1+ﬂ——+ e,,)+b\/>(1+——i+nlzsn).

2n2

On ordonne les termes : un—(1+a+b)f+( +b)ﬁ—(%+§)L+

3z €
On discute :

— sil+a+b#0,alors uy ~ (1+a+b)\/n,orlasérieY vn diverge grossierement, donc la série }_ uy, aussi;
— sia+b=-1et % +b #0, alors uy ~ ( + b) N or la série Z dlverge (Riemann avec a = 2), donc la série Y uy, aussi;
— sia+b=-letbh= —%, alorsa=-2etb=1,d ol u;, ~ —(% + Z)Wv or la série ) W est une série de Riemann convergente,
n n
donc la série }_ uy,, converge.
Finalement : la série converge si, et seulement si, a=—-2 et b =1.

N
Ensuite, grace a un télescope, on calcule la somme de la série, dans le cas ou elle converge : pour tout N =0, Z Up = (\fO -2V1+ \/5) +
n=0

(ﬁ—2ﬂ+\/§)+(\/§—2\/§+\/Z)+~--+(\/N—Z\/N+1+\/N+2):—1—\/N+1+\/N+2. OrvVN+2-vVN+1=

(oo}
Donc Z up=-1.

n=0
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Exercice 5 (Discuter suivant les valeurs d'un parametre). Pour quelles valeurs du réel a # 0 la série Z W
ne+ (-
est-elle convergente?
. (-n" . . . . .
Soit uy, = PO Si a <0, alors la suite uy ne tend pas vers zéro, donc la série }_ u, diverge.
n _
(=" (="
Up= ——— = ———(1+epn).
n= Ay nn na 2 ( n)
- (-n" ,
Or la série ) converge d’apres le TSA car la suite - = tend vers zéro en décroissant. Et les séries Z (1 +éep) et Z 4 sont de méme

nature, donc convergent si, et seulement si, 2a > 1.

Donc la série }_ u; converge si, et seulement si, a > %
Exercice 6 (Convergence non absolue). Soit une suite (1) ,en telle que la série ) u, converge mais la série }_ |u|
diverge. Soient P, et M,, les suites définies par :
VneN, P, =max(0,uy,) et M, =min(0, u,).

Montrer que les séries ) P, et ). M, divergent.



Pour chaque n €N, uy = P, + My. Or la série }_ uy, converge, d'oti les séries }_ Py, et Y. M;, sont de méme nature.

Pour chaque n €N, |uy| = Py — My. Or la série }_ |uy| diverge, d’ou les séries ) Py, et ). M;, divergent.

Exercice 7 (Nombres complexes). Soient un réel 0 fixé de sorte que sing #0.

Soient les deux suites (Cy,) nen= €t (Sp) nen+ définies par

n n
Cn=)_ cos(kd) et S,=)_ sin(ko).

k=0 k=0
. Pour chaque n € N*, montrer que
;no Sin w
C,+iS,=e'2 - 5
sSin 5
et en déduire que la suite (C;) est bornée.
2. Montrer que, pour tout n € N*,
i cos(k@) Cn X”:
] T+l - (k +1)
P .. cos(k0)
et en déduire que la série ) est convergente.
1. SoitneN:
Cn+iS, = Z cos(k0) + i Z sin(k6)
k;O k=0
in+U6 1
= w
(n+1)
sin 0
Cn+iSy = el20—2—
sin %
. sin LH'UH
ICn+iSul = |—%—
smj
ICh+iSul = =5
|sm§'

Or la valeur absolue |Cpl du réel Cy, est inférieure au module du complexe |Cy +iSy,| = \/C% + S%L, d’oui la suite |Cy, | est majorée par la

constante | donc la suite Cj; est bornée.

smzl

2. C’estun télescope :

i cos(k@) _ i Cr—Cr_1
k=1 =k
_ i G ¥ G
kﬁl k (Zpk+1
Cx C C
= Z(J_ik% n_
oLk k+1) n+l
L G Cn
T kke+D)  on+l

D’une part la série ). oD k +1) est absolument convergente car k( k +1)

vers 0 car c’est le produit d’'une suite bornée C;, par une suite m te

Exercice 8 (La fonction zéta de Riemann).

O( ) car la suite Cy. est bornée. D’autre part la suite C+”1 tend

cos(kB)
L7

ndant vers zéro. Donc la série converge.



FIGURE 1 — LA FONCTION { DE RIEMANN.

1. Soit

[e o]

1
(=) —

n=1 n* .
Montrer que 'ensemble de définition de la fonction  est I'intervalle I =]1, +ool.

2. Montrer que la fonction { est décroissante sur 'intervalle I.

1 1
3. Montrer que, pourtoutxe€ I, 1+ ——— <({(x) <1+ ——.
que, p (x— D21 ¢(x) 1

4. Etudier xlirP {(x) et linll {(x). Proposer un équivalent de {(x) quand x tend vers 1*.
—+00 x—1t

X1 1
1. Leréel {(x) = Z — est défini si, et seulement si, la série ¥ — converge. C'est le cas si, et seulement si, x > 1 d’apres le critere de
n=1"7 n
Riemann.
1

2. Soient deux réels a et b tels que 1 < a < b. Pour chaque n € N*, na

> #, d’ol1 {(a) = {(b). Donc la fonction { est décroissante sur I.

3. Lafonction t — %X =e~*In? ogt décroissante et continue. D’oit (en comparant série et intégrale) :

N+1 1 N 1 N 1
:f 7dt$ 75[ jdt:
2 r n=o 1 0

Etles inégalités larges passent a la limite N — oo ( A ce n'est pas le théoréme des gendarmes qu’on utilise) :

X+l N+l X+l N

-x+1 2 -x+1 1

Enfin, on ajoute 1 a chaque membre :

4. En +oo, on utilise le théoréme des gendarmes : 1 + et ﬁ tendent vers 0 quand x tend vers +oo, donc {(x) My 1.
—+00

(x-1)2

1 . fica +. 1
G2l tend vers +oo. Donc {(x) et +00. Plus précisément, quand x tend vers 17 : {(x) %=1 - Pour le prouver,

on divise par ﬁ chaque membre de I'encadrement :

Quand x tend vers 17,

1 _W
x-1 7 _1
2 =1
Les deux gendarmes tendent vers 1 quand x tend vers 1%, d’'ott @ — L
71 x—1

(x-1D+

<(x-1D+1

Exercice 9 (Série télescopique, comparaison série-intégrale & théoreme de sommation des équivalents). Soit la suite
(uy) définie, pour tout n € N*, par
1 1 1 sl
= + et =) .
2n+1 2n+3 dn-1 &=, 2k+1

Up



1
1. Montrer que U+ — Uy ~ —— . En déduire que la suite (u,,) converge.

32n3
. In(2)
2. Montrer que sa limite vaut ¢ = —
1
3. Montrer que £ — up ~ —.
64n
2n-1 2(n+1)-1 1 1 1 1 1 1
L Z o dolt:up = = + ot + + et
2k 1’ kems1 2k+1  2n+3  2n+5 4n—-1 4n+1 4n+3

1 1 1 1
= + - =
n 4n+1 4n+3 2n+1 (@n+1)@4n+3)2n+1)

Up+1— U

_1_
32n3°
La série ) (u;+1 — un) est de méme nature que la série de Riemann . %, donc convergente.

apres calcul pour tout mettre sur le méme dénominateur. Donc w41 — un ~

n-1
Or up =uy + Z (Ug+1 — ug) (c’est une somme télescopique), donc la suite (u;,) converge.
k=1
2. Lafonction f : x— ﬁ est continue et décroissante sur [7;2n], d'oll (en comparant série et intégrale, voir figure) :
A /}\
¢ o
| e
.
'] | -
| | o
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—_— — = — ! e
9 =l
wn na n

FIGURE 2 — COMPARAISON SERIE-INTEGRALE.

1. (4n+1 2n 2n-1 1 1. (4n-1
—1In = dx<up< dx=-1n .
2 2n+1 n 2x+1 n-1 2x+1 2 2n—-1

Les deux gendarmes convergent et ont la méme limite % In2, donc uy, converge et sa limite vaut l In2.

n-1
3. up= Z (U1 —ug) +up, dott € = 11m Up = Z (U1 — Ug) + Uy, donc € —uy = Z (u+1 — ug) estle reste de la série convergente
k=1 k=1 k=
o n
Y (Upsq —Ug).Or Upyq —Up ~ 32k3 ,doul—uy~ Z 32k3 d’apres le théoreme de sommation des ~.
0 t série et intégral btient I'encad t1<§1< ! Z donc ¢ L
T, en comparant serie et integrale, on obtient I encadrement —; < -—-= = d’oll —,aonc ¥t —uUy ~ ——.
P 8 2n2 " 2, k3T 2(n-1)2 k3 2n " ban?
Exercice 10 (Série télescopique & théoreme de sommation des équivalents).
1. Soitla suite définie par ug €]0,1] et, pour tout n €N, U, = sinuy,.
(a) Montrer que la suite (u,) est convergente et que sa limite est nulle.
(b) Al'aide d'un D.L., déterminer un réel a tel que u%, , — u% converge vers une limite non nulle.
(c) En déduire un équivalent de u,,.
N . . P U
2. Mémes questions sur la suite définie par up >0, u; >0 et, pour tout n € N*, Uy = ———.
1+ uyup—
1. (a) Parrécurrence, uy €]0,1] pour tout n € N. D’une part, la suite (1) est donc minorée (par 0). D’autre part, elle est décroissante :

Up+1 = Sinuy < uy pour tout n € N car sinx < x pour tout x = 0. La suite (u;) est donc convergente car décroissante et minorée.
Soit ¢ € R sa limite.

La fonction sin est continue, donc ¢ est un point fixe : £ = sin#. Or 0 est I'unique point fixe de la fonction sin (pour le prouver,
étudier la fonction [0,1] — R, x— x —sinx). La suite () tend donc vers 0.



3 2 2
(b) De up nj(;oo' on déduitle D.L. u,+1 =sinuy, = upy — % +o(u§[) =up ( - %” +o(uﬁ)). Par suite uZH =uf- l—a% +o(u%) .

2+a
a4 —ul=-a =+ o(u%;’“) tend vers une limite finie et non nulle si a = —2.

(A noter que uZ est bien défini car u,, >0.) Donc Up iy

Cette limite vaut %

-2

il u;z est équivalent a %, qui ne change pas de signe. Or la série }_ % diverge, donc les sommes partielles

(c) Onamontré que u
n-1

. y IS PPN . 2 . - - n 2 .
sont équivalentes (d’apres le théoréme de sommation des équivalents) : Z (unil - unz) W3 Cette somme est télescopique,
—00
d'ott uy? - ug? ~ . En divisant 4’ tond vers 1.0 t positif, d'ott “Z- tend vers L. D 3
ot uy” ~uy” ~ 3. Endivisant par n, =~ tend vers 3. Or up est positif, d'olt - tend vers —z. Donc un |~ /5.

2. Parrécurrence, uy > 0 pour tout n € N. D’olt U541 < up. La suite (1) est décroissante et minorée, donc convergente. Sa limite ¢ € R est
un point fixe: ¢ = ﬁ Dou 3 = 0, donc ¢ =0.

2 . ) y u
De uy vt 0, on déduit deux choses : d’'une part uzﬂ =ul-(1-aupup—1 +0(upup—1)), dautre part up+1 0o Un cCAT Z—” =
1
T+uplp-1 p—oo
ot ¥ — 1@ o~ gy ¥t2 Qi = — -2 _ =2 _ : i Ari ; At 2 — =2~
D'ouuy , —uy n e " Oln Sia=-2,alorsu, Ly —uy, oo 2, qui ne change pas de signe. Or la série ¥ 2 diverge, d’'out u;,“ — u oo

2n d’apres le théoreme de sommation des équivalents. Donc uy, s %
—00 n

Exercice 11 (Formule de Stirling). Montrer que la série ¥ (-1)"In (1 + %) est convergente et que, pour tout p € N,
2p+1

1 2p+1)!
Z (-1)"In (1 +—|=2Inuy, ot uy = L En utilisant la formule de Stirling, déterminer un équivalent
n=1 n 22Pp12, 2p+2

=, 1
de up, et en déduire que ) (—1)”ln(1 +—|=In2-Inn.
n

n=1

La suite In (1 + %) tend vers 0 en décroissant, donc la série }.(—1)" In (1 + %) converge d’apres le TSA. En séparant les termes positifs et négatifs :

2p+l 1\ & (2q+1) & [(2g+2 32x52 - x 2p+1)2
Y (—1)"1n(1+7): Zln( a+ )— Zln( q+* ):ln 5 ; X X(2p+ ) =2Inup
=1 n g=1 2q 4=0 2g+1 24 x44x - x(2p)* x 2p+2)

3x5x--x(2p+1) _2><3><4><5><6><-~-(2p)><(2p+1)_ @2p+1)!
2X4X~--X(2p)x\/2p+2 [2x4x---x(2p)]2x‘/2p+2 p!2'22p’\/2p+2.

En utilisant la formule de Stirling n! ~ (2)" v27n:

en notant u p=

@p+ 2P+l /ZnEp T ) e? ) 1 2 (2p+1)2p+1
~ X X ~ X
P e2p+l pP\/2np 22P.2p+2 eV2m 2p
2p+1)2P+1 1 2p+1 1
On léve la forme indéterminée : ( ’; = erH)ln(Hzp) el e.D’olt up e \/% D’ol Z (-D"In (1 + f) =2Inuy fed In2-1Inn.
p - - n=1 n -
2p+1 1
Donc Y (-1)"Inf1+— o In2 —Inz. C’est la limite de la sous-suite des sommes partielles de rang impair. Or la suite des sommes partielles
n=1 njp—

o0
converge car on a montré que la série converge. D’ol1 la suite des sommes partielles tend vers —Inz. Donc Z (-1"In =In2-Inn.

1
1+—
n=1 n




