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CORRIGE DE LA COLLE N° OO

D.L. ¢ séries numériques

12 SEPTEMBRE 2024

Exercice 1. Etudier la limite lim/6 tan(3z) - In(2sin ).
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(Merci & Alexander.)
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Exercice 2. Soit un réel z €]0, 7[. Soit, pour chaque n € N*, f,,(x) = cos" *(z) - cos [(n + 1)x] . Montrer que

la série > f,(x) converge et que Z fo(z) = —1.

n=1

Soit « €]0, 7. La série ) fn(x) est absolument convergente car :
— pour tout n € N*, |fn(z)] < |cos®|" ™1,
— la série 3 |cosz|? ™1 converge car c’est une série géométrique de raison strictement inférieure & 1.

Premiére méthode : Pour calculer sa somme, on remarque que : fn(z) = Re (cos"_l(:r)ei(”+1)z) .

N N
Do Z fn(z) = Re (Z Cosn—l(z)ei(n+1)m> .

n=1 n=1

N-1

N 1 i(n+1) 2 \n i2e 1 — (cosz)NeiN@ 2 1
Or cos" T (z)e"\NTHT = 4T cosze') =t ———————— =" —— 4 en,ouey —> Ocar
nX::l @) nX::O ( ) 1 — cos(z)e'® 1 — cos(z)et® o N NS
|(cos2)Ve!N?| = |cosz|V et |cosz| < 1 grice & ’hypothese x €]0, 7[.
=7
L\L g al r\ helr 5 &\5}' A i : 1 ie'® —sinz +icosx
A ’ D’ou Z cos" T L(z)ein VT —gi2e. 5 — tey=e — ey =—tey=————— +
1 sin“ x — ¢sinx cosx —i-sinx - e'® sin x sinx

ey =—1 +_icot(:v) +en.

N oo
Dol 37 fu(#) = =1+ Re(en). Done 3 fulw) = ~1.

n=1 n=1

Deuxiéme méthode (merci & Adrien D.) :
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Exercice 3. Soit u,, = ——— pour tout n > 2.

n+(=1)»
1. La suite (u,,) est-elle monotone & partir d’un certain rang?
2. La série Y u, est-elle convergente ?

3. La série > (—1)"uy, est-elle convergente ?

. Soit p € N* :ugp 1 —ugp = % \/2177+ > 0, d’ou la suite (un) n’est pas décroissante, méem a partlr d’un certain rang.

Elle n’est pas non plus croissante, méme a partir d’un certain rang, car uspy2 — u2p+1 = L < 0.

V23 f

~ ﬁ qui ne change pas de signe, d’oli la série Y u, est de méme nature que la série de Riemann > ﬁ, donc
divergente.

. unp

n
. On met en facteur le terme dominant : u, = —= - 1 . Or 1 = (1+ )% avec u = ="
Jir GO Jit CO7 n
n

D’ou (développement limité) : u, = \/15 - (1 — %( n) + ﬂfsn) et (—1)"un = al \F) + bn\f(l +en). Or :

— la série > (7\/1% converge d’apres le TSA car la suite ﬁ tend vers zéro en décroissant ;

—>0eta:—%.

— nf(l +en) ~ 7 qui ne change pas de signe, d’ou la série ﬁ(l + en) est de méme nature que la série de
Riemann ) 3—/2, donc convergente.

Donc la série Y (—1)"u, converge car c’est une combinaison linéaire de deux séries convergentes.
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