
Lycée Clemenceau – Nantes 2024-2025 – MPI/MPI*
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Exercice 1. Etudier la limite lim
x→π/6

tan(3x) · ln(2 sinx).

(Merci à Alexander.)

Exercice 2. Soit un réel x ∈]0, π[. Soit, pour chaque n ∈ N∗, fn(x) = cosn−1(x) · cos [(n+ 1)x] . Montrer que

la série
∑

fn(x) converge et que

∞∑
n=1

fn(x) = −1.

Soit x ∈]0, π[. La série
∑

fn(x) est absolument convergente car :

— pour tout n ∈ N∗, |fn(x)| ≤ |cosx|n−1 ;

— la série
∑

| cosx|n−1 converge car c’est une série géométrique de raison strictement inférieure à 1.

Première méthode : Pour calculer sa somme, on remarque que : fn(x) = Re
(
cosn−1(x)ei(n+1)x

)
.

D’où

N∑
n=1

fn(x) = Re

(
N∑

n=1

cosn−1(x)ei(n+1)x

)
.

Or

N∑
n=1

cosn−1(x)ei(n+1)x = ei2x ·
N−1∑
n=0

(
cosxeix

)n
= ei2x ·

1− (cosx)N eiNx

1− cos(x)eix
= ei2x ·

1

1− cos(x)eix
+ εN , où εN −→

N→∞
0 car

|(cosx)N eiNx| = | cosx|N et | cosx| < 1 grâce à l’hypothèse x ∈]0, π[.

D’où

N∑
n=1

cosn−1(x)ei(n+1)x = ei2x ·
1

sin2 x− i sinx cosx
+εN = ei2x ·

1

−i · sinx · eix
+εN =

ieix

sinx
+εN =

− sinx+ i cosx

sinx
+

εN = −1 + i cot(x) + εN .

D’où
N∑

n=1

fn(x) = −1 + Re(εN ). Donc

∞∑
n=1

fn(x) = −1.

Deuxième méthode (merci à Adrien D.) :



Exercice 3. Soit un =
1√

n+ (−1)n
pour tout n ≥ 2.

1. La suite (un) est-elle monotone à partir d’un certain rang ?

2. La série
∑

un est-elle convergente ?

3. La série
∑

(−1)nun est-elle convergente ?

1. Soit p ∈ N∗ : u2p+1 − u2p = 1√
2p

− 1√
2p+1

> 0, d’où la suite (un) n’est pas décroissante, mêem à partir d’un certain rang.

Elle n’est pas non plus croissante, même à partir d’un certain rang, car u2p+2 − u2p+1 = 1√
2p+3

− 1√
2p

< 0.

2. un ∼ 1√
n

qui ne change pas de signe, d’où la série
∑

un est de même nature que la série de Riemann
∑ 1√

n
, donc

divergente.

3. On met en facteur le terme dominant : un = 1√
n
· 1√

1+
(−1)n

n

. Or 1√
1+

(−1)n

n

= (1 + x)α avec u =
(−1)n

n
→ 0 et α = − 1

2
.

D’où (développement limité) : un = 1√
n
·
(
1− 1

2
(−1)n

n
+ 1

n
εn
)
et (−1)nun = a

(−1)n√
n

+ b 1
n
√
n
(1 + εn). Or :

— la série
∑ (−1)n√

n
converge d’après le TSA car la suite 1√

n
tend vers zéro en décroissant ;

— 1
n
√
n
(1 + εn) ∼ 1

n
√
n

qui ne change pas de signe, d’où la série
∑ 1

n
√
n
(1 + εn) est de même nature que la série de

Riemann
∑ 1

n3/2 , donc convergente.

Donc la série
∑

(−1)nun converge car c’est une combinaison linéaire de deux séries convergentes.


