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. 1 . S T
La série E —; converge. On montre, de deux manieres, que sa somme ¢(2) = E — est égalea —.
n n
n=1

Partie 1 :
1) Montrer que : Vz € }O, g[, sine < x < tanzx.

cos
2) Soit, pour chaque = €]0, 7|, cot z = ——. Montrer que :
sinz

1
VxE}O,E[, cot’z < = <1+ cot?z.
2 2

3) Soit n € N*.

a) Soit un réel . Exprimer sin ((2n + 1)a) en fonction de sin« et cos c.

b) Montrer que, pour chaque k € [1,n], le réel cot? _T_ . est une racine du polynoéme
. 20+ 1\ pe
_ _1\p n—p
P(X) = ;‘)( 1) <2p+ 1) X"P,
=

n
¢) Exprimer Z cot? en fonction de n. Conclure

km
— 2n+1

Partie 2 (extraite de Mines-Ponts 2023 Math 2 MP/MPI) :
4) Déterminer I’ensemble de définition de la fonction
+oo Lk

UI%HO’(I)ZZ%.
k=1

5) Exhiber deux nombres réels « et 8 tels que

g 1
Vn € N¥, / (at2 + ﬁt) cos(nt)dt =
0

n2

6) Montrer que, si ¢ €10, 7], alors

. ((2n+1)t)
- sm{T% ) 1
Vn € N, Zcos(k:t) =< — -

P 2sin (%) 2"



7) Démontrer le lemme de Riemann-Lebesgue : si ¢ est une fonction de classe C! sur [0, 7], alors

8)

9)

™

lim ©(t) sin(zt)dt = 0.

r—+00 0

Montrer que la fonction ¢ définie sur [0, 7] par

2 _ ot
0)=-1 t Vi €|, 7], ot) = ——F~
PO) =1 et Vel pl) = 3o

est de classe C'.

Conclure que

Partie 1 :

1) On fixe x dans }O, 5 [ et on applique le théoréeme des accroissements finis aux fonctions sin et tan, qui sont continues sur le

2)

3)

segment [0, z] et dérivables sur I'ouvert ]0, z[ : il existe deux réels c et ¢/ dans |0, z[C ]O0, 3 [ tels que sinz—sin 0 = cos c(z—0)

et tanz — tan 0 = (1 + tan? ¢/)(z — 0), c’est-a-dire sinz = z cosc et tanz = x(1 + tan? ¢’).

Or cosc < 1et1+tan?c > 1, donc sinz <z < tanx

1

1

La fonction ¢t — = étant décroissante sur ]0, +oo[, I’encadrement précédent devient ﬁ < 7 < 5 Comme
_ 2 1 _ sin2 a:+cos T 2 2 2
o — CotTw et —5— = 2 = 1+ cot“ z, on conclut que cot“x < <1+cot

a) On remarque que sin((2n + 1)a) = Im (ei<2"+1)°‘). Avec la formule du bindéme de Newton, on a :

2n+1 27L+ 1
et@ntla — (cosa + isin )2t = Z ( A )z sin® (@) cos?" 1% (a).
k=0

n
Comme i* = (—1)P sik = 2pet i* = (—1)P-isi k = 2p+1, on obtient sin((2n + 1)a) = Z (

p=0

2n+1

9 + 1) (—1)Psin??T1(a) cos?™ 2P (a)
p

b) Pour tout k € [1,n], 2n+1 €]0, $[C R\ 7Z. Calculons :
CL2n+ 1
p(wtzfl) - 3 n+ ) (=1)7 sinze=2n (L)Cosznfzp ('L)
2n+1 =0 2p+1 2n+1 2n +1

n
= 7' p— ( ) g (zz:::i) —1)Psin?P ! (2nk: :

COS27L72p km
2n +1

1
= ———— sin|(2n+1 d’apres la question 3a
gin2n+1 ( kx ) [( )2n + 1} P 4 ’
2n-+1
sin(km
= 2 +1( 1 =0
n s
sin+ (sErs)
Donc, pour tout k € [1,n], le réel cot? 2n11 est une racine du polynéme P(X)
¢) La fonction tan? est strictement croissante et strictement positive sur 0, Z [, donc la fonction cot? = t;nQ est

strictement décroissante sur |0, g[, donc injective. Par conséquent, les n réels ay, = cot?

km
2n+41’

pour k € [1,n], sont

deux & deux distincts. Comme le polynéme P est de degré n (son coefficient d’ordre n est an = (—1)° (2"1+I) =2n+1),




les v, sont les racines de P.

Le coefficient d’ordre n — 1 de P est an_1 = ( )1(27»;1) _ 7(2n+1)(237;)(2n—1) _ 7n(2n—1§(2n+1).

n

R . . . -1
D’apres les relations coefficients-racines, E ap = —

kr n(2n—1)

n
, ce qui donne E cot?
k=1

k=1 2n +1 3
D’apres la question 2, comme, pour tout k € [1,n], 2n+1 G]O Z[,ona:
n(2n —1 " on+1)2 n(2n —1 72 n(2n —1 1 nm? 72 n(2n —1
¥§Z<i) §n+¥ ou encore = — al )SZ—g + — al )
3 = km 3 3 (2n+1)2 T k2T (2n+1)2 0 3 (2n+1)?
Comme = 2(22-1) w22 ox? g nn’ 2 () e théoreme des gendarmes permet de
3 (2n+1)2 n~>oo 3 4n? 41 6 @n+1)2 poo 47 poioo
conclure que :
— =
—_n 6
Partie 2 :
oF
4) Le réel o(x) est défini si, et seulement si, la série >° 7 converge.
zk
k
Si |z| > 1, alors % = eklnlz[—2Ink k———) +o00 par croissances comparées. D’ol la série Z 5 diverge grossiérement.

¥

Siz € [-1,1], alors |13

absolument.

< W et la série Z %2z converge d’apres le critere de Riemann. D’ou la série > % converge

Donc Pensemble de définition de o est [—1,1].

5) Soit (o, 8) € R2. On note P = aX? 4 BX. Ainsi P/ = 2aX + et P = 2a.
Soit n € N*. On peut intégrer par parties (car les fonctions sont bien de classe C1) :

[ P costutyar - [P(t)s“’(”t)} [ o™ o+[p'<t>c°”] [P

or /OW P”(t)coi(ft)dt = [msm(”t)K =0et [P’(t) COS(M)L _ EVPIm) = PO) 4,

n? n? n?

(=D)"@ra+p) -8

2

/7T (ozt2 + Bt) cos(nt)dt =

0 n

1
En choisissant 8 = —1 et a = o on obtient (—1)" (2ra+ ) — B =1, donc
s

. [Tt 1
vn € N, — —t ) cos(nt)dt = —
o \27 n?

6) Soit t €]0,7]. Alors sin £ # 0. Par récurrence

e Initialement, sin (t + %) = sin % cost + sint cos ; = sin 5 cost + 2sin 5 L cos? % d’ou
3t 1
sin (5 1 t
.(Qt) 77:7cost+7(2c052771) :cost—Zcos(kt)
2sin (3) 2 2 k=1
e Supposons que 1’égalité soit vraie & un rang n. Alors
ntl Sin((2n+l)t) 1 sin ((n+ 1)t — £) 4+ 2sin (L) cos ((n 4+ 1)t 1
Zcos(kt):.71_7_1_(:08((”_,’_1)”: (( ) 2) . - (2) (( ))_7
bt 2sin (5) 2 2sin (5) 2



Or sin ((n + 1)t — %) = sin ((n + 1)t) cos (%) —cos ((n 4+ 1)t)) sin (%) donc

sin ((n+ 1)t — %) + 2sin (%) cos ((n + 1)t) sin ((n + 1)t) cos (%) + sin (%) cos ((n+ 1)t)
sin ((n+ 1)t + &)

= sin (Lngﬁ)t)

D’ou ’égalité au rang n + 1.

e On conclut que

sin <7(2n2+1)t>

Vn € N*¥, Zcos(kt) = m -3
2

k=1

— cos(xt)

7) Soit un réel z > 0. On effectue une intégration par parties avec les fonctions ¢ et ¢t — qui sont bien de classe C! :

T

— cos(xt)

" i = " " M —l —l ) cos(mx 1 " cos(x
[ ettysinanar = oo | [T ==at = 2o00) - ot costmo) + 1 [ 0)costatar.

x 0

e Le premier terme tend vers 0 si x tend vers 4oo.

e Le deuxiéme aussi d’apres le théoréme des gendarmes car

0% = fp(m) cos(nz)| < = lp(m)].

e Enfin

™ ™ v
/ ¢ (t) cos(xt)dt’ < / |<p'(t) cos(wt)| dt < / ‘cp’(t)| dt¢ qui est une constante K ne dépendant plus de x.
0 0 0

1 4 K 1 [T
Ainsi 0 < — '/ 240 COS(It)dt‘ < —. D’apres le théoréme des gendarmes, f/ @’ (t) cos(zt)dt tend vers 0.
T 0 T x Jo
On a ainsi prouvé le lemme de Riemann-Lebesgue.

—2mt
~ 1= ©(0). Elle est dérivable sur 0, 7] et
t—=0 27t t—0

8) La fonction ¢ est continue en 0 car ¢(t)

(2t — 2m) sin(t/2) — (1/2)(t? — 2nt) cos(t/2)  4(t — m)sin(t/2) — (t* — 2mt) cos(t/2)
47 sin?(t/2) - 87 sin?(t/2) ’

vt €10, 7, () =
Quand t tend vers 0,
At — ) sin% — (2 — 2mt) Cos% —A(t—7) (% Yo (t2)> — (2 — 2m8) (1 + 0(t)) = £ + o(t?) ~ {2

2

t 1 1
d’ott ¢/ (t) ~ —— -5 —— 5 Le théoréme de la limite de la dérivée s’applique, donc ¢ est dérivable en 0, ©'(0) = —
8m(t/2)? t—0 2m 27

et ¢’ est continue en 0. Or ¢’ est continue aussi sur ]0, 7).

Donc ¢ est de classe C! sur [0, 7).

+001

o T t2
9) D’apres la question 5, o(1) = Z = 2/ (2— - t) cos(kt)dt = li_)m Sn, ol
k=1 k=170 \47 e

LI g (2n+ 1)t T2 — 2nt
Sp = — -t kt)dt = in ( —Z ) p(t)dt — | ———dt
3 (G o) emtitae = [Tan (B52) sty [0

d’apres la question 6. La fonction ¢ est de classe C! d’apres la question 8, d’oll le lemme de Riemann-Lebesgue s’applique :

/DW o(t) sin ((2" ;r l)t) dt ——0

T t2 — 27t 3 t2 _ tS m 3 3 _ -3 2
/ ™a il =7 ™ Donc o(l) = T~
0 4m 127 0 127 6

donc S, —— 0 —

n—r00




