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Séries numériques

Exercice 1. Soit ¢ : N* — N* une bijection. Quelle est la nature de la série Z
n>1

o) ,

Remarquons que pour ¢ = idy=, on retrouve la série harmonique qui diverge. Pour montrer la divergence pour un ¢ quelconque
on procede de la méme maniére et on considere la différence de sommes partielles Sa, — Sy, :

n

2n
_ oK) o 1
Son — Sp = § ?Zm E #(k)
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Or ¢ est injective (car elle est bijective), donc elle ne prend pas deux fois la méme valeur :
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Par conséquent, S2, — Sy ne peut pas tendre vers 0 donc la série diverge.

Exercice 2 (Lemme de condensation). Soit w, une suite qui tend vers zéro en décroissant.

n n
1. Soient, pour chaque n > 2, les suites 5, = Z up, et T, = Z g .
k=2 k=1

1
Montrer que : Vn > 2, iTn < Son < T,.

2. Montrer que les séries > uy, et > 2Fusr sont de méme nature.

1 1
3. En déduire la nature des sériesz n( )etz () - In(l )
n-In(n n-1n(n) - In(lnn

1.
2TL
Son = Z Uk
k=2
= (u2)+ (uz +ua) + (us +us +ur +ug) + -+ (- +uzn)
> 5Tn car la suite uy est décroissante.
on

Son = Z Uk
k=2

(u2 +uz) + (usa +us +ug +ur) + (ug +---) + - +uan
(u2 +uz) + (ua +us +ue +ur) + (ug +---) +--- 4 (uan + -+ + tgnt1_1)
T, car la suite ug est décroissante.
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2. La suite S, est croissante (car la suite uy est positive), elle a donc une limite : ou bien 400 (elle diverge et elle n’est pas
majorée), ou bien un réel (elle converge et elle est majorée). De méme pour la suite T,.

Si la série Y uy, diverge, alors la suite Sy, tend vers 400, d’olt la suite extraite Son tend vers +oco. Or San < T),. D’olt T},
tend vers 4o00. Donc la série > 2’€u2;€ diverge.

Si la série Y 2’“u2;C diverge, alors la suite T3, tend vers +oo. Or %Tn < Son. D’ou la suite San tend vers +o0o. D’ou la
suite Sy, diverge. Donc la série > uj diverge.

Donc les séries 3" uy et > 2¥u,, sont de méme nature.



3. La suite <ﬁ<n)> tend vers zéro en décroissant. La série D ﬁ(n) est de méme nature que la série Y ZkW =

1 1 po 1 4. s 1 . .
s 2 - Or la série 3 ¢ diverge. Donc la série > eI diverge aussi.

Autre méthode : comparer la série Y ﬁ(n) et lintégrale | #@) dx.

1 A -
ATa(n) () est de méme nature que la série

Sk L Or2k 1 - 1 1 — 1 1 o 1 _1
2F In(2F) In(In(2%)) 2k In(2F) In(In(2F)) ~ In2 kIn(kIn2) = In2 k(Ink+Inln2) In2 klnk"

Donc la série >

. La suite ( ———1———) tend vers zéro en décroissant. La série >
n-ln(n)-In(lnn)

La série > 1 ﬁ‘ 5 diverge.

ATa(n) (o) diverge aussi.

Autre méthode : comparer série et intégrale.



