LycktE CLEMENCEAU — MPI/MPT* SAMEDI 14 SEPTEMBRE 2024

CORRICE DU D.S. N°1 DE MATHEMATIQUES

— EXERCICE 1 —

1) Si a <0, alors i > %, donc la série Y u,, diverge.

2) Si a > 0, alors la fonction [0, 400, = — z“ est croissante, d’olt (faire un dessin) :
n n+1
/ xadx§1+2°‘+~~+na§/ % dx.
0 1

D’ou :
na+1 (TL + 1)a+1 -1

<1424+ 4+n*<
a+1 a+1

,nx+1 .

On divise par

1+2°+---4+n* _ (n4+1)*t1 -1
netl/(a+1) — natl '

D’ou (théoréme des gendarmes) :

a+1
142% 44 =

~ .
n—oo o + 1

a+l . - 1 -
L~ ~o7 qui ne change pas de signe et la série > — 7 converge (car a4+ 1 > 1), donc la série 3 -
converge. n

n
3) On peut le démontrer par récurrence. Autre méthode, pour calculer w,, = Z k2, on calcule de deux

k=1
n

n
maniéres la quantité v, = Z(k +1)% — Z K3
k=1 k=1
— d”une part (télescope), v, = (n+ 1) —1;

— d’autre part (binéme de Newton), (k+1)3 — k3 = 3k +3k+1, dott v, = 3 Z E*+3 Z k+ Z 1.
k=1 k=1 k=1

(n+1)

1)(2n + 1
Dot (n+1)% — 1 = 3u, + 3 . n(n H@n+1)

+ n, donc u,, = .

6
6 a b c
4 herch b et ¢ tel - 247 4=
) On cherche a, b et ¢ tels que @D D) x+x+1+2x+1
c= —24. D’ou

et on trouve a = 6, b = 6 et

1 "1 "1 "1
Zsz - 6;E+6;k7+172422k+1

k=1

+1 2

6
18 + 24H,, — 24H,, _
+ 2 +1+n+1

1 1
6H, +6 <Hn -1+ ) — 24 <H2n+1 —-1- Hn>
n



5) > exercice 4 du chapitre I. Comme dans ’exercice du cours, montrer que la suite (H, — Inn) est
décroissante et qu’elle est minorée. On en déduit qu’elle est convergente.

6) On sait que H,, = In(n) + v + &5, ou y est la constante d’Euler et £, — 0. D’out
n—00

1 6
Z;k = 18+24[n(n)+v+en] —24[In(2n 4+ 1) + v + 2n11] + —

2n+1 6
24(g,, — €2p, _
+ 24(en — €2 Jrl)"'n+1

= 18-24In
— 18 —24In(2)

n— oo

— EXERCICE 2 —
(Séries oscillantes, tiré de EMLyon 2022)

1) Soit p # A : pour tout n, u,(p) = un(A) + ”—;’\ Or la série > u,,(\) converge et la série Y 1 diverge.
Donc la série > u, () diverge.

2) a)

md+d d
Stm+1)d — Smd = Z Z car la suite (wy,) est d—périodique.
k=md-+1 k=1
1
1 k 1
Dol Sim1ya md*m*kZ T OrmE =l oaat,e ()
: m

d
o, 8 1y
R i A AN € L TED ST R o

Si o # 0, alors Sipy1)d — Smd  ~ 5=, 0r % ne change pas de signe et la série > % diverge, donc
m—o0

la série ) (S(m+1)d — Smd) diverge aussi.
p— __B 1) _ 1
Sia =0, alors S(yt1)yd — Smd = 72z + Lo (W) = 0o (W) or /2 ne change pas de signe

et la série > 3/2 converge, donc la série Y ( (m+1)d — Smd) converge aussi.

d
Finalement, la série > (S(m+1)d — Smd) converge si, et seulement si, Zwk =0.
k=1

Si la série > u,, converge, alors la suite (S),),>1 des sommes partielles converge. En particulier, la
suite extraite (Spma),,>; converge. La série télescopique ) (S(m+1)d — Smd) a la méme nature que
la suite (Spa),,>;, donc elle converge.

Si la série télescopique > (S(m+1)d — Smd) converge, alors la suite (Sy,q),,~; aussi, vers une limite

1
w.
qu’on note ¢. Or, pour tout i € [1,d — 1], Sma+i = Sma + Z mdtk tend aussi vers ¢ car

| — md + k

i
Wmd+k Wk .
= — 0. D’ou la suite (.S des sommes partielles converge, donc la
z_;derk Zlmd+km—>oo (Sn)n21 P &

série Y u, converge.




3) La suite (w, + A) est d—périodique. De la question précédente, on déduit qu’elle converge si, et seulement

&M—‘

d
Z wi + A) =0, ce qui équivaut a

4) a) La suite (7)) est d—périodique, donc bornée.
b)

n n
Wk
dow o= ) —
a
k=1 =1 "k
n

T, — T,
= Z b bl (télescope et Tp = 0)

k=1

k= 1ak - Ok

n —1 T
= Z LA Z b (changement d’indice et Ty = 0)

P

n

1 1 T,

()

kZ:l ar Ag+1 an+1

¢) Notons M un majorant de |T,,|, qui existe car la suite (7},) est bornée.

D’une part la suite ( T+ ) tend vers 0 car 0 < ‘ " - qui tend vers 0.

an

— Qn

Ap+1 - ag Ak+1 Ap+1

D’autre part 0 < ‘Tk (ch. -1 )’ <M (i — 1 ) et la série télescopique (— - )

converge car elle est de méme nature que la suite i)

Donc  la série > u, converge.




— PROBLEME —
(Vitesse de convergence, extrait de Centrale PC 2017 Math 2)

1) a) La suite (u,) définie par usp = ugpi1 = 7, pour tout k € N, est dans E (puisqu’elle converge vers
£ =0 et ne vaut jamais 0), mais pas dans E°. En effet, on a :

1sin=2k
VneN, uf =R
Up, m51n:2k+1

Donc lim wug, =1#0= lim wug, ,, ce qui montre que la suite (uj,) diverge.
k— 400 k—+oo

L’ensemble E¢ est donc strictement inclus dans E

b) La preuve qui suit s’inspire de celle du critere de d’Alembert > preuve du théoréme 10 du chapitre
I. Comme (uy) € E°, on a £° > 0 (en tant que limite d’une suite & termes positifs).
Supposons, par ’absurde, que £¢ > 1. Alors, en notant v, = |u, — ¢ :

v
IA>1, INeN, va>N, >
Un,
D’ou, pour tout n > N, v, = vy X UN% X - X vf’jl > oy x AN

v -

Comme vy > 0 et A» ¥ — 400, on en déduit que v,, — +0o0 par comparaison, ce
n—oo n—oo

qui est contradictoire avec la convergence de (u,) vers £. L’hypotheése est donc absurde et

£¢ appartient au segment [0, 1]

2) a) e Lasuite (u,) = (m) converge vers { = 0 et ne vaut jamais 0, donc (u,) € E. De plus,

k
1
Vn € N, u%:unH:(n—F) — 1
Uy, n-+2 n— 00

Donc (ur,) appartient a E°, avec £¢ = 1, et la convergence est lente

e La suite (v,) = (n*q") converge vers £ = 0 (par croissances comparées) et ne vaut jamais 0
pour n > 1, donc (v,,) € E. De plus,

k
n+1
VYn € N*, va—U"H—( Jr)q—)q

Un, n n—00

Donc (vn,) appartient & E°, avec ¢ = q €]0, 1], et la convergence est géométrique de rapport g

e La suite (w,) = () converge vers £ = 0 et ne vaut jamais 0, donc (w,) € E. De plus,

) w 1
VneN, w = ntl —

Donc (wy,) appartient & E¢, avec £¢ = 0, et la convergence est rapide




i) Pour tout n € N, v,, = e2" 2(1427") "ot comme 2= — 0, on peut écrire, au voisinage de oo :
n—oo

Up = 2" (M3 @T (@) S o 72T Z o (1- 27l 4 o(27™))

2 .. o e 1
Par conséquent, | au voisinage de 00, v, =€ — 51 + 0 (57)

ii) La suite (v,) converge vers £ = e et v, — e~ —5nyr < 0, donc v, < e a partir d’un certain

rang. Ceci montre que (v,,) € E. De plus,

¢ |vng1—e e/2nt2 1

() ~ =
" |v, — €| n—ooe/2nFl 2

Donc| la suite (v, )nen appartient & E€ et sa vitesse de convergence est géométrique de rapport %

i) Cela résulte d'une comparaison série-intégrale : comme la fonction ¢ — -1 est continue et

t(l
décroissante sur [1, 400, on a :

k+1 k
k> 2, / @gig/ dt
k to ko k—lta

En sommant pour k variant de n + 1 a N > n, on obtient :

N+L gy Moo N gt
V(n,N) eN?, N >n>1, / —< § —g/ =
i1 1 e e = [ e

k=n-+1

L’encadrement précédent s’écrit :

N 1 - _ 1 11—« 1 Nl—a _ il
(N +1) (n+1) < Z 2o n
1l—«a ke 11—«
Les inégalités larges passent a la limite, donc, en faisant tendre N vers oo, on obtient (puisque
1 — a < 0) 'encadrement :

_ 11—« St ol
l-—«a ke 11—«
k=n-+1
C’est-é—dire ﬁw S f — Sn S ﬁ n(,l_l

ii) La suite (S,,) est strictement croissante et converge vers ¢, donc S,, < ¢, pour tout n € N, ce

qui montre que (S,,) € E. De plus, S¢ = Z;fig“, donc, en utilisant les inégalités précédentes :
nozfl .
mr et =onst

D’apres le théoreme des gendarmes, S — 1.
n—r oo

Par conséquent (S,,) appartient a E° et possede une vitesse de convergence lente




3)

a) Puisque (u,) € E et que la vitesse de convergence de (uy,) est d’ordre r > 1, il existe une constante

M > 0 et un entier ng tel que, pour tout n > ny, % < M. On a donc, en multipliant cette

inégalité par |u, — €| :

U —/
Vn > ng, W—H‘ < M|u, —£"*
T 4
Comme 7 —1 > 0 et que u, !
n— 00 n n—00
ce qui montre que la convergence de la suite (u,) est rapide
n
b) Soit (Sp)nen la suite définie par Vn € N, S,, = > %
k=0
1
i) La suite (J;)nen est strictement positive et "2 = =5 — 0 < 1. D’apres la régle de
n! n—r oo

d’Alembert, la série > 1 -7 est donc convergente, ce qui signifie que|  la suite (S,,) converge
n>0

On note s sa limite.
Comme la suite (S,,) est strictement croissante, S,, < s pour tout n € N.

Ceci montre que | la suite (S,,) appartient & E

o0
ii) SoitneN.Onas—S,= Y 4.
k=n+1
e Comme il s’agit d’'une somme de termes positifs, elle est supérieure a son premier terme,

ce qui donne l'inégalité s — S,, > (n+1)’
e De plus, en factorisant par m, on a:

oo o0

1
-3 & -2 BT G
k=n+1 k=0 H(n+])
j=2
k41 k41 00
Or, pour tout k£ € N, H2(n+j)2 Hggzgk’ donCS—SnSﬁkzoz%-
j= j= =

S*Sng

o)
Donc| pour tout entier naturel n Z %

1
» T S

1
1—

iii) T = 2, 'encadrement précédent
2

s’écrit (n+11) -5, < (n+1) Par conséquent :
Sn+1 — S 2
Vn € N,
S,—s | T n+2

N PO S . i—s
D’apres le théoréme des gendarmes, ’%_f
s

la convergence de la suite (S,) est rapide




iv)

ii)

iii)

iv)

Supposons, par 'absurde, que la convergence de la suite (.5,,) soit d’ordre r > 1. Il existe alors
une constante M > 0 et un entier naturel ng tels que :

Vn 2 no, [Sni1—s| < M[S, —s|"

Les encadrements précédemment établis impliquent :

1 , 2"
- < —_ gl < —_s" < -
(n+2)! = [Snra = s < M|Sh = s < M((n+ nhr

Et donc, pour tout n > ng, ((n+ 1)!)"~t < M2"(n + 2). Mais ceci est impossible, puisque
n + 2 est négligeable devant ((n + 1)!)"~! (vu que r — 1 > 0).
Par conséquent, I’hypothese est absurde et

la convergence de la suite (S, )nen vers s n’est pas d’ordre r

Comme f(I) C I, la suite (u,) est bien définie. La fonction f étant dérivable en ¢ € I, elle y
est continue. Par conséquent, la suite (f(u,)) converge vers f ().

Comme la suite (u,41) converge aussi vers £, on obtient f&) =¢ | par unicité de la

limite.

Supposons, par 'absurde, qu’il existe ng € N tel que u,, = ¢. Comme f(¢) = ¢, une récurrence
montre que, pour tout n > ng, u, = ¢, c’est-a-dire que la suite (u, )nen est stationnaire, ce qui
est absurde. Par conséquent, la suite (u,) est dans F.

De plus, f étant dérivable en ¢ et la fonction ¢ — |¢| étant continue en f/(£), on a :

un+1—€‘ 'fun — /()

— |f'(0)]

n— oo

Ceci montre que :

la suite (u,) appartient & E€ et que sa vitesse de convergence est donnée par £¢ = |f/(¢)]

Par ’absurde, supposons (u,) non stationnaire. Alors, d’apres la question précédente, la suite
(uy) est dans E€ et £¢ = |f'(¢)| > 1, ce qui contredit le résultat de la question 1(c).

Par conséquent, | la suite (u,) est nécessairement stationnaire

Comme on suppose ici (u,) non stationnaire, la suite (u,,) est dans E d’aprés la question 3(c)ii

et le quotient ‘I ntl e b4l (IZ"):/‘CT(Z)‘ est alors bien défini.

e Supposons que, pour tout k € [1,r — 1], f (¢) = 0. La fonction f est de classe C"
sur I, elle admet alors un développement limité a I'ordre r en £ d’apres le théoreme de

Taylor-Young et on a, comme u, —¢ — 0 :
n—oo

s — 0] f(un) = F@) _ | =0+ ol = 0)]

|wn, — £ B |wn, — £]" |tn, — £

+o(1) —

‘ £ ()

r!

f(r ‘

‘ . ) , .
Etant convergente, la suite (%) est bornée, donc la vitesse de convergence de (uy,)

est d’ordre r.



e Supposons le contraire, c¢’est-a-dire que Pensemble {k € [1,7 — 1], f®)(£) # 0} est une
partie finie non vide de N. Elle admet alors un minimum j et on a :
f(j)(g) _ . _ . f(j)(g) ‘

s = _ [flun) = FO] _ 5520 = 0 + of(n = )] |52

=07~ Jun — " [y, — ] n500 [up — €79

Comme 7 —j > 0 et fU)(¢) #0, on a |ﬁf+je_|f| — 00, et donc la vitesse de convergence
n n— 00

de (uy) n’est pas d’ordre 7.

Finalement,

la vitesse de convergence de (uy, )nen est d’ordre 7 si, et seulement si, Vk € [1,7 — 1], f*)(£) =0




