LycEE CLEMENCEAU — NANTES

D.M. N° 2 DE MATHEMATIQUES

Ce D.M. contient un probléme d’analyse et un autre d’algébre.

PROBLEME 1 : d'une étude des intégrales de Wallis 3 la question 1 et
d’un développement asymptotique de Inn! a la question 2,
on déduit la formule de Stirling a la question 3.

1) On pose, pour chaque entier naturel n,
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Montrer que, pour tout n > 2, I, = (n — 1)/ (sin §)"~2(cos )* db.
0

. . , n—1
En déduire la relation de récurrence I,, = ——1,,_» pour tout n > 2.
n

Montrer que la suite (I,,) est décroissante.
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n+1 n—1

En déduire que < 1 pour tout n € N*.

Montrer que la suite (nl,I,_1) est constante et calculer cette constante.

En déduire que I,, ~ \/7
2n
2k)!
Montrer que, pour tout k € N, Iy, = 4’E(k?)2 . %

(2Kk)!
(k)2

En déduire un équivalent de

2) Prouver I'un apres Pautre les développements asymptotiques suivants :

(a) In(n!) = nlon+o(nlnn)
(b) = nlon—n+o(n)
1
(c) = nlnnfnJrilnnJro(lnn)
1
(d) = nlnn—n+§1nn+K—|—o(l)
(e) = nl e r ool
e = nlin—n+Sln D

ot K est un réel, déterminé a la question suivante.

3) En déduire la formule de Stirling.
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PROBLEME 2 : en étudiant les formes linéaires sur |'espace vectoriel E = M,,,,(R),
on se propose de montrer que tout hyperplan de E contient au moins une matrice inversible.
Et que la trace est, a un facteur prés, I'unique forme linéaire f sur E telle que f(M - N) = f(N - M).

Notations :
e 1 désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.

e F désigne 'ensemble M,,,,(R) des matrices carrées d’ordre n & coefficients réels.

L’ensemble £L(E,R) des formes linéaires sur F est noté E* et est appelé le dual de E.

(Ei j)1<i,j<n est la base canonique de F.

Pour tout r € [1,n], on note J, la matrice > E; ;.

i=1
Pour chaque A € E, on définit la forme linéaire Ty € E* par T4(M) = tr(AM). Et 'ensemble H,4 par
Hy={M e E|tr(AM) = 0}.

On pourra utiliser sans démonstration le théoréme suivant, qui est au programme de la premiére année :

Si A € E est de rang r € [1,n], alors il existe deux matrices inversibles U et V de E telles que UAV = J,.
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a) Montrer que H4 est un hyperplan de E. Déterminer une équation et une base de H 4.

. 1 1
1) Dans cette question seulement, on suppose n =2 et A = [ ] et on note M = [ C] € FE.

b) Exhiber une matrice inversible M appartenant & H 4.

2) a) Soit A = (ak,)k1e1,n)2 une matrice de E. Pour tout (4, j) € [1,n]?, calculer Ta(E; ;).

b) En déduire que, pour toute forme linéaire f € E*, il existe une unique matrice A de E telle que
f="Ta.
¢) En utilisant lapplication ¢ : E — E*, A~ Ty, déterminer la dimension du dual E*.

0 --- --- 0 1
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3) On considere la matrice P = [0 1 . | de E.
. . 000
o -~ 0 1 0

a) Vérifier que P est inversible et que, pour tout r € [1,n], la matrice P appartient & H, .

b) En déduire que chaque hyperplan H de F contient au moins une matrice inversible.

4) Soit une forme linéaire f € E* telle que f(M - N) = f(IN - M) pour toutes matrices M et N de E.
Montrer qu’il existe un unique réel A tel que f = Atr.



