LycktE CLEMENCEAU — MPI/MPT* SAMEDI 14 SEPTEMBRE 2024

D.S. N°1 DE MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures. Les calculatrices sont interdites.
Cet énoncé contient deux exercices et un probléme.
On attachera un grand soin a la rédaction. En particulier, chaque résultat ou conclusion devra étre encadré.

On peut toujours admettre les résultats des questions précédentes pour traiter les questions suivantes.

— EXERCICE 1 —

Soient un réel « et la suite (uy,)nen+ définie par :
Up =142%+ .- +n%
: (s 1
1) Soit a < 0. La série >, — converge-t-elle ?
n

1
2) Soit a > 0. Déterminer un équivalent de u,, quand n tend vers I'infini et en déduire que la série Y —
U

converge.

Dans la suite de I’exercice, o = 2.

1)(2 1
3) Mountrer que, pour tout n € N*| u,, = n(n + )6( n+ )

4) Soient n € N* et H, :1+%+~'+%. Montrer que

1 6
> — =18+ 24H, — 24Hpn 1 + ——.
= Uk n-+1

5) Montrer que la suite (H,, — Inn) converge. On notera v sa limite.

1
P+2+. - +k

6) En déduire que Z

4

5 =18 — 241n(2).



— EXERCICE 2 —

Soit d un entier supérieur ou égal & 2. Soit (w,)n>1 une suite de complexes, périodique de période d,
c’est-a-dire telle que
Yn € N*, wprq = wnp-

On s’intéresse & la nature (convergente ou divergente) de la série > u,(A) de terme général

un(A):M,

n

pour tout n > 1, ot A est un complexe. On note plus simplement w,, = u,,(0) pour tout n > 1.

1) Supposons, dans cette question uniquement, qu’il existe un complexe A\ tel que > u,(\) converge.
Montrer que, pour toute valeur complexe p # A, la série Y u,,(u) diverge.

2) Dans cette question, on choisit A = 0.
Pour tout entier naturel n non nul, on note S, la somme partielle associée & la série > uy,, c’est-a-dire

n
Wk
\ewe "7
tm‘a A& k=1
a) Montrer qu’il existe ung€el 8, que 'on déterminera, tel que :

d

S

= 1
S(m+1)d_Smd:k1 + b +mgoo( )

md m2d? m2

b) En déduire une condition nécessaire et suffisante sur la suite (w,,) pour que la série > (S(m+1)d - Smd)
converge.

¢) Montrer que la condition obtenue & la question précédente est une condition nécessaire pour que la
série Y u, converge.

d) Montrer que cette condition est suffisante.

3) Montrer qu’il existe une unique valeur A € C telle que la série > u,(\) converge.

4) Une généralisation. On se donne une suite croissante (a,),>1 de réels, telle que a; > 0 et lim a, = 4o0.
- n—oo
d
On suppose que la suite d—périodique (w,,) est telle que Zwk = 0. On pose, pour tout n > 1,
k=1

n

w

Up = — et T, = g Wk
n k=1

Par souci de commodité, on note également Ty = 0.
a) Montrer que la suite (7),),>1 est bornée.
b) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,

iUk:iTk(l_ ! )+ L
k=1 k=1 Ok

ag+1 an+1

¢) Montrer que la série Y uy converge.



— PROBLEME —

Définitions et notations

— RN désigne ’ensemble des suites définies sur N & valeurs réelles.

— FE désigne le sous-ensemble de RY constitué des suites (un)nen convergentes telles que

INEN, VE2N, w# limu,
n—oo

— A toute suite (un)nen appartenant & E et de limite égale a ¢, on associe la suite (u¢) définie & partir
d’un certain rang par

c _
Un—

Upi1 — L ‘
Uy —
— E° désigne ensemble des éléments (u,)nen de E tels que la suite (uf) soit convergente.
— Soit (un)nen une suite appartenant & E°¢ et soit £° la limite de la suite (uf); on dit que la vitesse de
convergence de la suite (uy,)nen est :
e lente si f¢ =1,
o géométrique de rapport £¢ si £¢ €]0, 1],
e rapide si ¢ = 0.
— Soit (up)nen une suite appartenant & E et de limite égale & ¢, et soit r un réel strictement supérieur a
1; on dit que la vitesse de convergence de la suite (uy,)nen vers £ est d’ordre r si la suite définie a partir

) . Uny1—£
d’un certain rang par

— On rappelle qu’une suite (up)nen est stationnaire lorsque : Ing € N, Vn = ng, Uy, = Un,-

est bornée.

1) Des résultats généraux

a) Montrer que E° est strictement inclus dans E. (On pourra utiliser la suite définie par ugy, = ugg1 =
7 pour tout k € N.)

b) Soit (un)nen un élément de E€. Montrer que ¢¢ appartient au segment [0, 1].

2) Exemples de calcul de vitesse de convergence
a) Soit k un entier strictement positif et ¢ un réel appartenant a Uintervalle 0, 1[.

Montrer que les suites (m) 7 (nkqn)nEN et (%)nEN appartiennent & E¢ et donner leur

neN
vitesse de convergence. (On commencera par montrer qu’elles appartiennent & F.)

b) On considere la suite (v, )nen définie par Vn € N, v, = (1+ 2%)2”’.

i) Montrer qu’au voisinage de +00, v, =€ — 57 + 0 (5 ).
ii) Montrer que la suite (v, )nen appartient & E. Montrer qu’elle appartient & E¢ et donner sa
vitesse de convergence.

¢) Soit a un réel strictement supérieur & 1.
1

On note £ la somme de la série de Riemann ) —% et (S,)nen la suite définie par S = 0 et
n>1

n
V=1, Sp=Y .
k=1

i) Montrer que :
1 1 1 1

<U-8, < ——
a—1(n+1)1 S a—1not

vn

WV
—

)

ii) Etablir que (Sn)nen appartient & E, puis qu’elle appartient & E° et donner sa vitesse de
convergence.



3) Vitesse de convergence d’ordre r d’une suite réelle

a) Soit (un)nen un élément de E dont la vitesse de convergence est d’ordre r, ol r est un réel
strictement supérieur a 1. Montrer que la convergence de la suite (uy,)nen est rapide.

n
b) Soit (Sp)nen la suite définie par Vn € N, S, = > 4.
k=0

i)

ii)

i)

iv)

Montrer que la suite (Sy,)nen est un élément de E. On note s la limite de cette suite.

Montrer que, pour tout entier naturel n, on a

1 1 X1
e <5 =S < Y =
CE (n+1)lkzz;)2’~c

En déduire que la convergence de la suite (S),)nen est rapide.

Soit r un réel strictement supérieur & 1. Montrer que la convergence de la suite (S, )nen vers s
n’est pas d’ordre 7.

On consideére I un intervalle réel de longueur strictement positive, f une application définie sur I a
valeurs dans I et (u,)nen une suite définie par ug € I et Vn € N, wu,411 = f(u,). On suppose que
la suite (uy,)nen converge vers un élément ¢ de I et que f est dérivable en /.

i)
ii)
iii)

iv)

Montrer que f(¢) = £.

Montrer que, si la suite (uy)nen n’est pas stationnaire, alors elle appartient & E, et aussi & E€.
Donner sa vitesse de convergence en fonction de f/(£).

Montrer que, si |f/(€)] > 1, alors (uy)nen est stationnaire.

Soit r un entier supérieur ou égal a 2. On suppose que la fonction f est de classe C” sur I et
que la suite (uy,)nen n'est pas stationnaire.
Montrer que la vitesse de convergence de (uy)nen est d’ordre 7 si et seulement si

Vke[1,r—1], fF@)=0



