Chapitre 111 Intégrer sur un intervalle
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III.1 INTEGRER UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX SUR UN

SEGMENT

Se rappeller que :

1.

2.

Toute fonction f & valeurs dans R et continue sur un segment [a, b] posséde une intégrale / ’ f(t)dt.

Une fonction f est continue par morceaux sur un segment [a, b] s'il existe une subdivisiona
a=x0<x1 < <Tp1<Tp=2>

de [a, ] telle que, pour tout ¢ € [1,n], la restriction de f & |x;_1, ;[ soit continue et admette des

limites finies en z;_1 et en z;. On dit alors que la subdivision du segment [a, b] est adaptée a la
fonction f.

:L‘3:b

Ficgure II1.1 — UN EXEMPLE DE FONCTION cpm

Autrement dit : la restriction de f & chacun des intervalles ]z;_1, x;[ se prolonge en une fonction f;
continue sur le segment [z;_1,x;].

On définit I'intégrale de la fonction f continue par morceaux sur le segment [a, b] par :

[= / Jis
[a,b] Z [i—1,%]

i=1

chacune des intégrales de la somme étant l'intégrale d’une fonction continue sur un segment, ce
qui nous ramene au point 1. Il existe plusieurs subdivisions adaptées a la méme fonction f mais on
vérifie, grace a a relation de Chasles, que 'intégrale de f ne dépend pas du choix de la subdivision.
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CHAPITRE III. INTEGRER SUR UN INTERVALLE

REMARQUE 1 (intégrale & primitive) — On dit qu’une fonction F est une primitive de [ si F est
dérivable et si f est la dérivée de F. Se rappeler le théoréme suivant :

Si f est continue sur un intervalle I tel que a € I, alors la fonction F' définie, pour tout = € I, par

F(z) = / f(t)dt est une primitive de f : F est dérivable et Vz € I, F'(x) = f(x).

II1.2 QU’EST-CE QU’UNE INTEGRALE GENERALISEE ?

DEFINITION 2
Une fonction est cpm sur un intervalle I si elle est cpm sur chaque segment inclus dans [.

Si une fonction f est cpm sur un intervalle I, on peut ainsi I'intégrer sur tout segment inclus dans cet
intervalle I. On va maintenant essayer d’intégrer f sur un intervalle plus général qu'un segment : [a, ]
ou [a, b ou ]a, b] ou ]a,b[ ou | — 0o, b] ou | — 0o, b[ ou [a, +0o0[ ou ]a, +oo[ ou | — 0o, +00[. On parle alors
d’intégrale généralisée ou d’intégrale impropre. Par exemple,

I/lldt/ ;dt et J/+001dt/ ldt
o V1—1t2 [0,1] V1—1t2 1 t2 [1,4-00] 2

DEFINITION 3
Soit f une fonction cpm sur un intervalle [a,b], o —co0 < a < b < +00. Soit, pour chaque = € [a, b,
F(x) = f- On dit que l'intégrale I = / f converge en b si la limite lim F(x) existe et est finie.

. [a}_z] . la,b] T—b—
Sinon, on dit qu'elle diverge en b.

L’intégrale I est appelée une intégrale généralisée en b ou impropre en b. On définit de méme si
I'intégrale f d’une fonction f ¢cpm sur un intervalle Ja, b] (ot —co < a < b < +00) converge ou diverge

la,b]
en a.

EXEMPLE 4 —
1. Pour tout z € [0, 1],

¥ 1 . 7r
/0 ﬁ dt = AI‘CSII’I(Q}) w:)_ 5

converge et I =

, donc lintégrale I = dt, qui est impropre en 0,

L |
| ==

2

1
2. L’intégrale / In(¢) dt est convergente en 0.
0

1 1
Preuve —/ In(t) dt = / In(t) dt. On calcule, pour tout x > 0, F(x) = / In(t) dt = [tIn(t) — t]} = —1—zIn(z)+z
0 10,1] @

et on étudie la limite de F en 0T : F(x) -, —1, donc Uintégrale converge et est égale ¢ —1. O
x—0

“+oo
3. L’intégrale / et dt converge en +o00 si, et seulement si, K < 0.
0

Preuve — On calcule, pour tout x > 0,

ez 1

G(az):/ Kt dt = K si K #0
0 zsi K=0
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III.2. QU’EST-CE QU’UNE INTEGRALE GENERALISEE ?

et on étudie la limite de G en +oo :

Glz) — —1/K}szK<0
z—+4oo | 400 st K >0
O
REMARQUE 5 — Si f est cpm sur un intervalle Ja,b] (ot —oco < a < b < +00), alors on commence par

choisir un ¢ €la, b et on dit que : lintégrale f]a b f converge si, et seulement si, les deux intégrales f]a q f

et f[ab[ f convergent. Dans ce cas, f]a’b[f = jiavc} f+ f[c,b[ f. Ni la nature (convergente ou divergente) mi
la valeur de l’intégrale ne dépendent du choiz de c.

X

. 1 1
FIGURE II1.2 — LES COURBES D’EQUATIONS y = —, y = — ET y =
X X

Sl-

EXERCICE 6 — Soit un réel «. Montrer que :

—+o0
1. (critére de Riemann en +oo) l'intégrale / o dt converge ssi o> 1 (comme pour
7

les séries) ;

13
2. (critére de Riemann en 0) lintégrale / = dt converge ssi a < 1;
0 7

“+o0
1
3. lintégrale / o dt diverge pour tout o € R.
0

n—oo
les intégrales, comme le montre la fonction représentée sur la figure ci-dessous : cette fonction f est

+oo
continue, f(x) # 0 mais l’mtégmle/ f(t)dt converge. (Pourquoi ?)
0

T—00

REMARQUE 7 — La divergence grossiére des séries (un A 0 = > u, diverge | n'est pas valable pour
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CHAPITRE III. INTEGRER SUR UN INTERVALLE

1-1 141 n— 5z N+

F1GURE III.3 — Pas de divergence grossiere pour les intégrales généralisées

PROPOSITION 8 (intégrales faussement impropres)
Soient a et b deux réels. Si une fonction f :]a,b] — R est continue sur ]a, b] et possede une limite finie en

b
a™, alors son intégrale / f converge en a.
a

ft)sit#a

Preuve — La fonction f posséde un prolongement par continuité f : [a,b] = R, t — {lirff Git—a
a

b b .
Or, pour tout z €]a, b], / f@®)dt = / f(t)dt = F(b) — F(x), o F est une primitive de f sur [a,b]. Et F(z) - F(a)
x x Tr—ra

b b
car F est continue en a car dérivable en a, d’apres la remarque 1. D’ou / f@t)dt —>+ F(b) — F(a). Donc l'intégrale / i
T Tz—a a

converge en a. O

On dit alors que l'intégrale est faussement impropre en a € R. De méme sur un intervalle du type [a, b],
une intégrale peut étre faussement impropre en b € R.

Mais une intégrale ne sera jamais faussement impropre en 400 ni en —oc.

8 . .
sint sint
EXEMPLE 9 — / - dt converge car elle est faussement impropre en 0. En effet, la fonction t — -
0
. \ o . sint
est continue sur |0, 8] et posséde une limite finie en 01 : - — 1.
t—0

II1.3 INTEGRER LES ~, 0 ET O

On va comparer deux fonctions positives sur un intervalle [a, b[ pour obtenir une conclusion sur leurs
deux intégrales. On ne compare pas les intégrales (Grrrrr). De méme, on comparait deux suites positives
pour conclure sur les séries.

LEMME 10
Soit f une fonction cpm sur [a, b] et positive : Vt € [a,b], 0 < f(¢).
x
L'intégrale impropre f converge si, et seulement si, la fonction F' : [a,b]— R, x — / f@)dt est
[a’b[ a
majorée.

24



III.3. INTEGRER LES ~, O ET O

Preuve — La fonction F est croissante car la fonction f est positive. D’olt (théoréme de la limite monotone) :

— la limite lim F(z) existe;
T—=b—

— cette limite est finie si, et seulement si, la fonction F' est majorée.

THEOREME 11
Soient f et g deux fonctions cpm sur [a, [ telles que : V& € [a,b], 0 < f(t) < g(¢).

1. Si l'intégrale / g converge, alors l'intégrale f converge aussi et / < / g.
[a.b] [ab] [a.b] [a,b]

2. Si l'intégrale f diverge, alors l'intégrale / g diverge aussi.
[a,b] la,b]

Preuve —

1. Soient les deux fonctions F' et G définies par :

Yz € [a, b, F(x):/[ ]f et G(r):/[ ]g.

Si 'intégrale / g converge, alors (lemme 10) la fonction G est majorée. Or (croissance de I'intégrale sur un segment)
[a,b]

F <G car f < g.D’ou la fonction F est aussi majorée, donc (lemme 10) I'intégrale / f converge.
[a,b]

De plus, lim F(z) < lim G(z) car F < G.
b~

z—b—

2. Par I'absurde.

ProrosIiTION 12
Soient f et g deux fonctions cpm sur [a, b[. On suppose que g est positive.

I'intégrale / g converge = l'intégrale f converge
1LSif(t)= O (g(t)) alors [a.0] [a,5]
=07 I'intégrale f diverge = ['intégrale g diverge
la,b] [a,b]
2. De mémesi f(t) = o (g(t)).
t—b—
3.Si f(t) ~ g(t), alors les intégrales fet / g sont de méme nature.
f=bm [a.] [a.]
Preuve —

1. Si f(t)= O (g(¢)), alors il existe M > 0 et ¢ € [a, b] tels que V¢ € [¢,b], f(¢t) < Mg(t). On conclut avec le théoréme
t—b—
précédent que 'intégrale f[c b[f converge. Donc f[a ol f= f[a o f+ f[c o f converge car (remarque ??7.2) les deux
intégrales f[a o et f[c p f convergent.
2. Une relation o est un cas particulier de relation O.

3. 8if(t) e g(t), alors f(t) = t_gf(g(t)) et g(t) = HOr(f(t))'

|
+oo
EXEMPLE 13 — L’intégrale K = / 5 dt est impropre en +00.
9 t= 4 cost
1 1 .y Foo
Elle converge car ———— ~ — et lintégrale —dt  converge.
t2 + cost t—+oo t2 5 12
1 1 S| 1 t—1\1" 1
Mi SVt € [2, , < .0 ——dt=|=-In| — — =In3. D
reus [2, o0 t2+cost — t2—1 T/Q t2—1 {2 n<t+1)]2xﬂ+002 " one

. s 1
Iintégrale K converge et K < 51n3.
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CHAPITRE III. INTEGRER SUR UN INTERVALLE

EXERCICE 14 — 1. Quelle est la nature des intégrales

1 - “+o0
sint 1
/ —SH; dt et / sin () dt ?
o t 1 13

2. Quelle est ’erreur dans le raisonnement suivant ?

1 oo
et / 2 dt diverge. »
0

+o00o 1
<« ——dt diverge car : ——— ~ —
</O L +¢2 v 1412 t—+oo t2

La proposition suivante est aux intégrales généralisées ce qu’est le lemme 1.13 aux séries : elle étudie

T b
« lintégrale partielle » / f(t)dt et « le reste » / f(t) dt d’une intégrale généralisée f(t)dt.
a x [a’b[

PROPOSITION 15
Soient f et g deux fonctions cpm sur [a,b[. On suppose que la fonction g est positive.

b b
f(t) dt cv absolument et/ ft)dt = Olf </ g(t) dt).

t—b—

1.Sif(t)= O (g(t))et/[ b[g(t)dtcv,alors -

t—b— r—b—

2.Sif(t)= O (g(t)) et /[mb[g(t) dt diverge, alors /az f)dt= 0O (/awg(t) dt) .

3. De méme en remplagant O par o ou par ~.

De méme sur d’autres types d’intervalles.

Preuve — On proceéde comme pour le lemme 13 du chapitre I. O
|
EXERCICE 16 — Montrer que / ——dt ~ —lIn(x).
: In(1+1)  a—ot

III.4 LA CONVERGENCE ABSOLUE

THEOREME 17
Soit f une fonction cpm sur [a, b].

Si I'intégrale / | f| converge, alors I'intégrale f converge aussi et
[a,b] [a,b]

L

De méme sur d’autres types d’intervalles.

_ O+ @) fOl- @
2 2

IO 0

< / |f] (inégalité triangulaire).
[a,b]

Preuve — Pour tout ¢ € [a, ], f(t)

La premiere fonction g : ¢ est positive et son intégrale / g converge car (théoréme 11)

[a,b]

0<g(t) <|f(t)] et intégrale / |f| converge.
la,b]

La deuxiéme fonction h : ¢

OIS0
2

est positive et son intégrale / h converge car (théoréme 11)
[a,b]

0 < h(t) <|f(t)] et lintégrale / | f] converge.

[a,b]
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II1.5. INTEGRER PAR PARTIES ET CHANGER DE VARIABLE

Donc 'intégrale / | f| converge car c’est la somme de deux intégrales convergentes.
[a,

Reste & prouvrer I'inégalité triangulaire, c’est-a-dire & montrer que : —/ Ifl < / < +/ |f]. On remarque
[a,b] [a,z] [a,b]
que, pour tout z € [a, b|,
[ o= @
la,x] [a,z]
car : Vt € [a,z], —|f(t)] < f(t) < +]|f(t)] et 'intégrale sur un segment est croissante. Les inégalités larges passent a la limite
z—b".Or / lfl — / | f| car Vintégrale / | f| converge (par hypothese). Et / f — / f car l'intégrale
[a,z] xz—=b" J{a,b[ [a,b] la,z]  @—=b" Jla,b]
/ f converge (on vient de le prouver). O
[a,b]

On dit alors que l'intégrale / f converge absolument (ou encore que la fonction f est intégrable sur
[a,b[
[a,b]) et le théoréme dit done que :

/ f converge absolument = f converge.
[a,b] [a,b]

La réciproque est fausse : ’exercice 20 et la remarque 21 le montreront.

400 _: 1
sin ¢ 1
EXERCICE 18 — Quelle est la nature des intégrales / % dt et / sin <t) dt ?
1 0

II1.5 INTEGRER PAR PARTIES ET CHANGER DE VARIABLE

ProPOSITION 19
Soient f et g deux fonctions de classe C' sur [a,b[. Si la limite lim f(z)g(z) existe et est finie, alors :
z—b—
1. les intégrales fq' et f'g sont de méme nature;
[a,b] la,b]
2. si ces intégrales convergent, alors

f' = lim f@)g(z) - fa)gla) - /[ o

[a,b] z—b—

De méme sur d’autres types d’intervalles.

Preuve — Soit z € [a, b[. On intégre par parties sur le segment [a, z] :
[ 105 ® dt = @)@ - s@gta) - [ g0 a

Puis on passe a la limite © — b~ . O

T sint
EXERCICE 20 — Montrer que l’intégrale / 5 dt  converge.
0

T gint Feo
REMARQUE 21 — L’intégrale / 5 dt me converge pas absolument car l'intégrale /
s

s
diverge. En effet, soit un entier n > 2 :

/nﬂ'
™

sint
t

dt

sint sint
t |t

dt.

n km
dt = /
kZZQ (k—1)
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CHAPITRE III. INTEGRER SUR UN INTERVALLE

, sin
Fi1cURE I11.4 — LES COURBES D’EQUATIONS y =
xT

Or, pour chaque k > 2,

km : km T
t 1 1
/ sme dtz—/ |sin| dt:—/ sintdt = =
(h—1)m | ¢ kT J(k—1)x km Jo
Donc
" lsint 29
it > il
/77 t dt 2 Z km e oo

PROPOSITION 22
Soit ¢ une fonction de classe C' strictement croissante sur [, 3], soient a = p(a) et b= lim ¢(z). Si f
z—[B-
est cpm sur [a, b], alors :
1. les intégrales / f(t)dt et / I le(u)] ' (u) du sont de méme nature;
2. si ces intégrales convergent, alors
b B
[ rwae= [ flow) - du
a «
De méme si ¢ est strictement décroissante ou sur d’autres types d’intervalles.
oz )
Preuve — Soit z € [o, 8] : / t)dt = / fle (w) du car la fonction ¢ est de classe C'. Puis on passe & la limite
p(a)

b
x — B : si lintégrale / (f o) - ¢’ converge, alors I’intégrale / f aussi. Et elles sont égales (par égalité des limites).

«@ a
Réciproquement : la fonction ¢ est bijective de [, 8] vers [a, b[ car elle strictement monotone et continue. Soit y € [a, b] :
—1

)
/ ft)dt = / L) fle(w)] ¢’ () du. Puis on passe & la limite y — b~ en utilisant que la réciproque ¢! est continue : si
a

B
I'intégrale / f converge, alors I'intégrale / (f o) - aussi. Les deux intégrales sont donc de méme nature. |
a [e3

“+o0
T
EXERCICE 23 — Montrer que lintégrale / I dt converge et que sa valeur est 5"
O C
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