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Algébre linéaire

Exercice 1 ((d’aprés Centrale-Supélec TSI 2014, Mathématiques 1)). Dans lespace vectoriel R[X] des

1
polyndmes a coefficients réels, on considere le sous-ensemble H des polynomes P tels que / P(t)dt =0et le
0

sous-ensemble C' des polynoémes constants.

1.
2.
3.

Montrer que C et H sont des sous-espaces vectoriels de l'espace vectoriel R[X].
Montrer que R[X]=H & C.
Soient P un polynéme de R[X] et @ le polyndéme défini par :

1
0

Vr e R, Q(z) = /OI P(t) dt+/ (t —1)P(¢) dt.

Montrer que le polynéme ) appartient a H.
(On pourra noter R le polynéme défini par :

Vr e R, R(z)= /w P(t)dt.)
0
Soit f Papplication linéaire de H vers R[X] qui, & tout polynéme P de H, associe le polynéme P’,
dérivée de P.
(a) Montrer que f est injective.
(b) Montrer que f est surjective.
(c) Soit k € N. Déterminer f~1(X*).

4.

L’ensemble C' est un sous-espace vectoriel de R[X] : on montre qu’il contient le polynéme nul et qu’il est stable par
superpositions. Ou alors on remarque que C' est le noyau de l'application R[X] — R[X], P+ P’ et que tout noyau est un
sev.
Et H est un sev car :

— le polynéme nul appartient & H car il a une intégrale nulle;

— pour tous \, p€Ret P, Q € H,

1 1 1
/O (AP + pQ)(t)dt = A/O P(t)dt + “/o Q(t)dt = 0.

Donc AP + pQ appartient a H.
Montrons que H N C = {0}. Si P € H N C, alors il existe un réel c tel que P = c et

1
0= /0 P(t)dt = c.

D’ou le polynéme P est nul. Donc la somme H + C' est directe.
Montrons que H +C = R[X]. Soit P € R[X]. Le polynéme P—fol P(t)dt appartient & H. Et P = P—fo1 P(t)dt+ fol P(t)dt.
D’ou P appartient & H + C.
Donc H ¢ C = R[X].
Le polynéme R est la primitive de P qui s’annule en 0. D’oui, aprés IPP : fol (t—1)P(t)dt =[(t — I)B(t)](lJ - fol R(t)dt =
0— [ R(t)dt. Dot Q(z) = R(z) — [, R(t)dt. Donc Q € H.

(a) Si P € Ker f, alors P’ = 0. D’ou le polyndéme P est constant. Or P appartient & H. D’oit P = 0. Donc f est injective.



(b) Soit P € R[X]. Le polynéme @Q défini dans la question 3 appartient & H et de plus f(Q) = Q' = P. Donc f est une
application surjective.

(c) Soit k € N. D’apres les deux questions précédentes 'unique polynéme Q tel que f(Q) = X* est le polynéme Q tel
que, pour tout z € R : Q(z) = [ thdt + fol (t — 1)t*dt. Donc

Qz) = [Ftkdt+ [}(t—1)tkdt
2kt 4L 1
k+1 k+2

k+1
Lkt
k+1

+

1
- N CESVICE=) N
Xk+1

— kY _— 1
Done f~H(X*) = S5 — nar-



