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Intégrales & séries

Exercice 1. 1. Montrer que la fonction G définie pour tout = € [0, 7] par

G(z) = / Arcsin(vV/t) dt + / Arccos(V't) dt
0 0

est constante.

2. Calculer les intégrales
1 1
/ u - Arcsin(u) du et / Arcsin(Vt) dt.
0 0

Conclure.

La transformation d’Abel (proposition 1) est I’analogue (dans le monde discret des séries) de I'intégration
par parties (dans le monde continu des intégrales). L’intégration par parties transforme une intégrale (difficile)
en une intégrale (peut-étre plus facile & calculer). De méme, la proposition suivante permet de transformer
une série (difficile car, par exemple, elle ne converge pas absolument) en une série (dont la convergence est
peut-étre plus facile & montrer, par exemple en utilisant le corollaire 2).

PROPOSITION 1 (Transformation d’Abel)

n n
Soient deux suites a,, et b, et les deux sommes partielles A,, = Zak et B, = Z by :
k=0 k=0

n n—1
Z ak.Bk = Aan - Z Akbk—i-l-
k=0 k=0
Preuve —
n n
> apBr = aobo+ > (Ag — Ap_1)Bx
k=0 k=1
n n—1
= apbo + Z A By — Z AgBpi1
k=1 k=0
n n—1
= > ABi— Y ApBiry
k=0 k=0
n—1

= AnBn+ Y Ap(Bk — Biy1)
k=0



COROLLAIRE 2
Si la suite A,, est bornée et la suite B,, tend vers zéro en décroissant, alors la série 3 a,, B,, converge.

Preuve — Il existe un majorant M de |A,| car la suite A, est bornée. D’ou :

1. |AnBn| < MB, — 0,dou |A,By| — 0 car la suite B,, tend vers zéro;
n—o0 n—oo

2. Vk > 0, |bg| = —by car la suite B, décroit. Et la série > |bx| converge car la suite By, converge. D’oll

n—1 n—1 o)
D Akbrgr| S MDD byt <MY [bryal-
k=0 k=0 k=0

D’oti la série ) Apbry1 converge (absolument). Donc (transformation d’Abel) la série ) aj By, converge.

|
Ce corollaire permet de redémontrer le théoréme des séries alternées : c’est le cas particulier ot a = (—1)*.
Il permet aussi de démontrer la convergence d’autres séries, comme dans ’exercice suivant. Et aussi comme
dans le > DS n°1, exercice 2, q. 4b et le > TD n°1, exercice 6, q. 2.
Exercice 2. Soit 0 €]0, 2r[. Montrer que la série

cos(nd
5o el

converge absolument si o > 1. Et qu’elle converge pour tout a > 0.

La série converge absolument si @ > 1 car 0 <

6 - R R .
Li(f ) ‘ < ﬁ et la série Y nlu conbverge d’apres la critere de Riemann.

Pour tout a > 0, soient
an =cos(nf) et Bp=—.

La suite B, tend vers zéro en décroissant. Montrons que la suite A, est bornée :
n .
VneN* A, = Rez ekt
k=1

eif _ pi(nt+1)0

= Re o

sin | 5~

(%)

= Resin (%) eiz(n-kl)%

sin (%9) cos ((n + l)g)

ﬁn(%)

D’ol, pour chaque n € N*|

Donc (corollaire 2) la série Y an By converge.



