Exercice 1 - Série et plus encore

Soit (a,) une suite de réels strictement positifs, telle que lirf Qn (a% R a%) =1.
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1. Montrer que lim a, = 0, puis que E a; diverge.
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Par l’absurde on suppose que (a,) ne converge pas vers 0. Dans ce cas la série de terme général a? diverge

grossierement, autrement dit lirB Sp = +00. Or de la condition imposé sur (a,) on en déduit :
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Ainsi a,, est de limite nulle, ce qui est absurde. Finalement (a,,) converge bien vers 0.
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Enfin comme Y a2 ~ -1 on en déduit que Y a? diverge.
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2. On pose S, = Zai, montrer que
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lim 2dt =1
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Par calcul on trouve :
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Le premier terme du membre de droite tends vers 1 par continuité de la fonction carré, et de plus le deuxieme
terme tends vers 0. Par somme on en déduit que :
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3. Montrer que a,, ~ \3/%

On pose ag = 0 des lors on trouve :
Sn n S
/ t2dt = / t2dt
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Or d’apres la question précédente lim fSS " t2dt = 1 ainsi |, SS " t2dt ~ 1 et comme il s’agit de suite &
n——+ooSn—-1 n—1

terme strictement positif on en déduit que leur somme sont de méme nature que que de plus :
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Et de plus comme :

S 1
/ t2dt = = S3
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On en déduit alors que %Sf; ~ n et donc S, ~ v/3n, puis par passage au quotient on obtient a,, ~ \/—%

Exercice 2 - Série d’une série (%)
Déterminer la nature de la série Z Uy OU :
n>2

Up =

n—-+oo

n
1
Rappel : On a par comparaison série/intégrale Z T In(n)
k=1

On va appliquer le critéere de Leibniz :

— Il est clair que la série Z uy, est alternée.
n>2

— On a:

n—-+oo

1n(n!):Zln(k) ~ nln(n)
k=1

En couplant ceci au rappel de 1’énoncé on trouve que |u,| ~ < et doncu, — O.
n—+oo ™ n——+oo

— Montrons que la suite ((|u,|) est décroissante, au moins & partir d’un certain rang. Notons, pour tout
n
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Ou on a noté :
Ap = Hpy1In(n!) — Hy ln( (n+ 1)!)

= (Hn 4 %) In(n!) — Hn<ln(n!) + In(n + 1))
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Comme —— In(n!) BTl O In(n) et que HyIn(n+1) et In“(n) on en déduit que
A, ~ = ln2(n). En particulier, a partir d’un certain rang, A,, est négatif. Il en résulte que la suite

n——+00
(lun|) est décroissante.

On conclut alors en invoquant le critere de Leibniz.

Exercice 3 - Supplémentaire stable de I’'image (%)
Soient £ un K-ev de dimension finie, et f € £ (E). Montrer que Im (f) admet un supplémentaire dans F stable



par f si et seulement si :

Im (f) Nker (f) = {0}

Et que dans ces conditions, ker (f) est 'unique supplémentaire de Im (f) dans E, stable par f.

Supposons que Im (f) admette un supplémentaire S dans E stable par f. Montrons qu’alors S = ker (f),
et par conséquent Im (f) N ker (f). Soit € S, d'une part f(z) € Im (f), et d’autre part, puisque S est
stable par f on a f (z) € S. Comme Im (f) NS = {0} on en déduit que f (z) = 0 et donc = € ker (f). Ainsi
S C ker (f). De plus E =Im (f) @@ S on a en utilisant le théoréme du rang :

dim (S) = dim (E) — dim Im (f) = dim ker (f)

Or S C ker (f) et d’aprés ce qui préceéde leur dimensions sont égales. on en déduit que S = ker (f). Ainsi,
si Im (f) admet un supplémentaire stable par f, alors Im (f) N ker (f) = {0}, et comme le raisonnement
précédent est valable pour tout supplémentaire de Im (f) dans E stable par f, on en conclut que dans ces
conditions, ker (f) est I'unique supplémentaire de Im (f) dans E stable par f.

Réciproquement, si Im (f)Nker (f) = {0}, alors en utilisant le théoréme du rang, ker (f) est un supplémentaire
de Im (f) dans E, et ker (f) est stable par f.

Exercice 4 - Relation entre une application et un projecteur (%)
Soient E un K-ev, f € L(E) et p un projecteur de F.

1. Montrer que
ker (f o p) = ker (p) ® (ker(f) ﬂlm(p))

D’abord puisque p est un projecteur on a ker (p) NIm (p) = {0}, donc a fortiori ker (p) N (ker (f)NIm (p) ) =
{0}, ainsi la somme ker (p) + (ker (f) NnIm (p)) = {0} est directe.

Soit x € ker (fop)onax = (m—p (z) ) +p (), ot z—p (z) € ker (p) car p est un projecteur et p (z) € Im (p).
Or f(p(z)) =0 donc p(x) € ker (f) ainsi ker (f o p) C ker (p) ® (ker(f) N Im (p))

Réciproquement, soit = € ker (p) ® (ker (f) NIm (p)), il existe donc u € ker (p) et v € ker (f) N Im (p) tel

que z = u + v. Ainsi on a p(xz) = p(u) + p(v) = v car v € Im (p) et p est une projection. De plus on a
v € ker (f) dou fop(z)= f(p(x)) = f(v) =0, donc = € ker (f o p) d’ou I'inclusion réciproque et 1’égalité.

2. Montrer que
Im (po f) = Tm (p) O (T (f) + ker (p) )

Soit y € Im (po f), il existe donc z € E tel que y = p(f(x)) donc y € Im (p), de plus y = f(x) +
(p o f(z) — f(a:)) ou f(x) € Im(f) mais aussi po f(z) — f (z) € ker (p) car p est un projecteur, ainsi

Im (po f) C Im(p) N (Im (f) + ker (p) ) Réciproquement, soit y € Im (p) N (Im (f) + ker (p) ), d’une part

p(y) =y cary € Im (p) et d’autre part il existe u € ker (p) et v € Im (f) tel que y = u+wv. Il existe également
w € E tel que v = f (w), on a alors :

y=p) =pu+v)=p() +p) =p(f(w)) €lm(po f)

Ceci montre I'inclusion réciproque et donc 1’égalité.

Exercice 5 - Trace et déterminant (%x)
Soit A € Moy (R)

1. Vérifier que A% —tr (A) A+ det (A) Iz = 0.



SiA= (CCL Z) on a tr(A) =a+d et det (A) = ad — be. De plus on a :

A2_<a2+bc ab—l—bd)
“\ac+cd be+ d?

Do :
a b 1 0
tr(A)A—det(A)Igz(a—l-d)(C d)—(ad—bc)(o 1)
_(a2+ad—ad+bc ab + bd )
- ac+ cd ad + d* — ad + be
= A?

2. Montrer que si A3 = 0 alors A% = 0.

Tout d’abord A n’est pas inversible, car A% = 0 ainsi det A = 0. En multipliant 1’égalité précédente par A

on obtient donc :
A3 —tr(A)A2 =0

Soit tr (A) A2 = 0 ainsi A2 = 0 ou tr(A) = 0. Or si tr (4) = 0 d’aprés I’équation de la question 1. on a
A? =0 d’ou le résultat.
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3. On suppose ici que A # I et A # 0. Montrer que A est la matrice d’une projection si et seulement si tr A = 1
et det A = 0.

Si A est une projection, alors A2 = A, d’ou A (A — I) = 0, il s’ensuit que A n’est pas inversible car A # Iy,
et donc det A = 0. En reportant ceci dans 1’égalité de la question 1. on en déduit (1 —tr A) A = 0 et donc
trA = 1 car A # 0. Réciproquement si det A = 0 et tr A = 1 d’apres I’équation de la question 1. on en
déduit A2 — A =0 et donc A est la matrice d’une projection.

Exercice 6 - Somme de deux projecteurs (%%)
Soit E un espace vectoriel, p et g deux projecteurs de E.

1. Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si poqg =0 = qgop.

On remarque que Pon a (p+¢)> =p?> +pog+qop+¢> =p+q+pog+qop. Doncsipog=0=gqopon
a bien (p + q)2 = p + q et donc p + ¢ est bien un projecteur.
Réciproquement si p+ ¢ est un projecteur on a (p + q)2 = p+q et donc en simplifiant on trouve pog+gop = 0

soit po ¢ = —q o p. En composant par p a droite, d’une part, et a gauche d’autre part on trouve :
{ pog = —pogqop
pogop = —qop

On en déduit donc po g = qop or on sais déja que pog= —qop d'ou pog=0=gqgop.

2. On consideére a présent que p + g est un projecteur.

2.a. Montrer que ker (p + ¢) = ker p Nker q.

De fagon immédiate ker pnker ¢ C ker (p + q), réciproquement soit x € ker (p + ¢) on a donc p (z)+¢q (z) = 0.
En composant par p a gauche on trouve alors p2 () + pog(x) =0 or p est un projecteur et de plus p + ¢
aussi, d’apres ce qui précéde on en déduit que po g = 0 et donc p(x) = 0 et par le méme raisonnement on
trouve ¢ (z) = 0. Finalement on a bien x € ker p N ker ¢ d’ou 'inclusion réciproque et donc 1’égalité.




2.b. Montrer que Im (p+ ¢) = Imp + Img.

De fagon immédiate on a Im (p + ¢) C Im p + Im ¢, réciproquement soit = € Imp + Im ¢, soit donc y € Im p
et z € Imq tels que z = p (y) + ¢ (2). On remarque alors que l'on a :

(p+q) (x) =p(zx)+q(2)
=p*(y) +poq(2)+qop(y) +4¢*(2)
=p(y) +q(2)

L’avant-derniére égalité provenant du fait que p et ¢ sont deux projecteurs et que d’apres la question 1.
comme p + ¢ est un projecteur po g = 0 = g o p. Ainsi on a bien z € Im (p + ¢) d’ott 'inclusion et donc
I’égalité.




