Annexe A Structures algébriques et division euclidienne

A.1 DIVISION EUCLIDIENNE

THEOREME 1 (division euclidienne dans N)
Soient deux entiers a € N et b € N. Si b n'est pas nul, alors

J(q,r) EN?, a=bg+r et r<b.

EXERCICE 2 — Montrer que :
(i) 5o =0,147 ;

(ii) un réel est rationnel si, et seulement si, il posséde un développement décimal périodique.
THEOREME 3 (division euclidienne dans K[X])
Soient deux polynémes A € K[X] et B € K[X]. Si B n’est pas nul, alors

3(Q,R) €K[X]?, A=BQ+R et degR < degB.

EXERCICE 4 — Pour tout n € N, déterminer le reste R,, de la division euclidienne du polynome X" par
le polynome X? — (n —2)X — (n —1).

A.2 STRUCTURES ALGEBRIQUES

(G,+) est un GROUPE si

la loi + est associative,

possede un élément neutre Og

et tout élt x posséde un opposé —zx

/ \

(A, 4, X) est un ANNEAU si (E, ,+) est un K —ESPACE VECTORIEL
(A, +) est un groupe commutatif (K, 4+, x) est un CORPS si si (E,+) est un groupe commutatif
et si la loi x est associative, = (K, +, x) est un anneau commutatif —> et V(a, B) € K2, Y(z,y) € E?,
possede un élément neutre 14 et tout élt © # Ox possede un inverse z~* (a+tpf)v=a-z+p x
et est distributive par rapport & + a-(z4+y)=a-z+a-y
a-(8-2)= () @
k- x==x

(M, +, x,-) est une K—ALGEBRE si
(M, +, x) est un anneau,

(M, +,-) est un K —espace vectoriel

et Vo € K, Y(z,y) € M?,
a-(zxy)=(a-z)xy=xx(a-y)
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ANNEXE A. STRUCTURES ALGEBRIQUES ET DIVISION EUCLIDIENNE

On dit qu'une partie H d’un groupe (G, +) est un sous-groupe de G si H est stable par + et si, muni
de la loi induite, (H,+) est encore un groupe. On définit de méme un sous-anneau, un sous-corps, un
sous-espace vectoriel et une sous-algebre.

EXERCICE 5 (les sous-groupes additifs de Z) —

1. Soit n € Z. Montrer que l'ensemble nZ = {nx,x € Z} = {y € Z | 3x € Z, y = nx} des multiples de
n est un sous-groupe de (Z,+).

2. Réciproquement, montrer que : si H est un sous-groupe de (Z,+), alors il existe n € Z tel que
H = nZ.

A.3 IDEAUX

DEFINITION 6
Soit (A, 4+, X) une anneau commutatif :

on appelle idéal de A tout sous-groupe I de (A, +) tel que V(i,a) € I x A, i xa € I.

EXEMPLE 7 —

1. Pour tout a €K, l’ensemble des polynomes s’annulant en a est un idéal de anneau K[X].

Preuve — La somme de deux polyndomes s’annulant en a s’annule en a, l’opposé d’un polyndéme s’annulant en a
s’annule en a et le polynéme nul aussi. L’ensemble I des polyndomes s’annulant en a est donc un sous-groupe additif
de K[X]. De plus, le produit d’un polynoéme s’annulant en a et d’un polyndme quelconque est un polyndme s’annulant

en a. Donc I est un idéal de 'anneau K[X]. O

2. L’ensemble des suites tendant vers 0 n’est pas un idéal de l'anneau des suites mais est un idéal de
l’anneau des suites bornées.

Preuve — L’ensemble des suites tendant vers 0 est un sous-groupe additif de I’ensemble des suites. Mais le produit

de (n+ 1)pen et de (ﬁﬂ) . ne tend pas vers 0. Par contre, toute suite tendant vers 0 est bornée et le produit
ne
d’une suite tendant vers 0 et d’une suite bornée est une suite tendant vers 0. O

PROPOSITION 8 (les idéaux de Z et de K[X])
1. Dans tout anneau commutatif (A, +, X), pour tout k € A, I'ensemble
kxA={kxz, oAy ={ycA|FIrecAy=Fkxua}

des multiples de k est un idéal de A (appelé I'idéal de A engendré par k).
2. I est un idéal de Z si, et seulement si, il existe n € Z tel que I = nZ.
3. I est un idéal de K[X] si, et seulement si, il existe P € K[X] tel que I = PK[X].

Preuve —
1. Soit k € A. L’ensemble k X A est un sous-groupe additif de a car, pour tout (x1,z2) € A2 :
— 0 x z; =0, d’ou 0 appartient & k x A;
— par distributivité, k X 1 + k X x2 est égal & k X (z1 + z2) et appartient donc & k X A;
— Dopposé —(k x x1) est égal & k x (—z1) et appartient donc & k x A.
De plus, (k x 1) X ©2 = k X (z1 X x2) par associativité. Donc k x A est un idéal.
En particulier, nZ et PK[X] sont des idéaux. Réciproquement :
2. Si I est un idéal de Z, alors (I, +) est un sous-groupe de (Z,+), donc I est de la forme nZ d’apres l'exercice 5.

3. Si I contient seulement le polynéme nul, alors I = 0K[X]. Sinon, ’ensemble des degrés des polyndémes non nuls
de I est une partie non vide de N et possede donc un minimum d. Soit alors P € I tel que deg P = d. D’une part,
PK[X] C I car I est un idéal. D’autre part, I C PK[X] car, aprés division euclidienne par P, tout polynéme de I
s’écrit PQ + R, or PQ € I, donc R € I. Or deg R < d, d’ou R est nul.

O

EXERCICE 9 — Montrer que le noyau d’un morphisme d’anneauxr commutatifs est un idéal.
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A.4. ALGORITHME D’EUCLIDE

ProproOSITION 10
Dans un anneau commutatif (A, +, x), la somme de deux idéaux et I'intersection de deux idéaux sont encore
des idéaux. En particulier, dans I'anneau (Z, +, x) des entiers relatifs,

V(p,q) € Z*, pZ+qZ=pged(p,q)Z et  pZnNgZ=ppem(p,q)Z

carV(d,p) € Z%, d|p < pZ C dZ (i.e. tout multiple de p est un multiple de d.)

Preuve — On sait que l'intersection I N J ou la somme I + J de deux sous-groupes (I, +) et (J,+) d’un groupe (A, +) est
encore un sous-groupe. Si, de plus, I et J sont des idéaux, alors V(a,i,j) € Ax I x J, ixa€letjxac€J Parsuite : si
zelndJ,alorsareINJ;size€l+ J,alors A(i,j) €I X J, a=i+j,dolaxz=axit+axjel+J.

En particulier, si (p,q) € Z2, alors il existe d € Z tel que pZ + qZ = dZ d’apres la proposition 8. Or d | p car pZ C dZ et,
de méme, d | g, d’ou d est un diviseur commun & p et q. Et c’est le plus grand car : si § est un diviseur commun a p et q,
alors § divise tous les éléments de pZ + ¢qZ, donc tous les éléments de dZ, et en particulier d, qui est donc le pged. De méme

pour le ppcm. O

COROLLAIRE 11
(Lemme de Bézout) Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux ssi I(u,v) € Z?, a x u+bxv = 1.
(Lemme de Gauss) Si a divise bc et a est premier avec b, alors a divise c.

Preuve — (Bézout) aZ + bZ = 17 si, et seulement si, I(u,v) €Z2, a x u+bx v = 1.

(Gauss) Si a est premier avec b, alors I(u,v) € Z2, a x u+b x v =1. D’ott ac x u + bc x v = c. Si, de plus, a divise b,

alors (comme a divise ac) il divise aussi ac X u + be X v, c’est-a-dire c. |

EXERCICE 12 — Montrer que : si b et ¢ sont premiers entre eux et divisent a, alors be divise a.

A.4 1 ALGORITHME D’EUCLIDE

LEMME 13
Pour tout couple d'entiers naturels (a,b) € N? tel que b # 0, pgcd(a,b) = pged(b,a mod b).

Preuve — Soient ¢ et = @ mod b les quotient et reste de la division euclidienne de a par b. Si d divise a et b, alors d divise
bet r=a—q-b. Réciproquement : si d divise b et r, alors d divise a = ¢ - b+ r et b. Les entiers a et b d’une part, b et r

d’autre part ayant les mémes diviseurs, ils ont le méme pgcd. O

Algorithme 1: Algorithme d’Euclide
Entrée: Deux entiers naturels a et bet a > b
Sortie: Le pged de a et b

1 A< a; B+ b;

2 tant que B # 0 faire

3 R+ A mod B; //Le reste de la division euclidienne
4 A« B;
5 B+ R;

6 retourner A

PROPOSITION 14
L'algorithme d'Euclide s’arréte sur toutes ses entrées et calcule le pged de ses deux entrées.

Preuve — On établit que la grandeur V(A, B) = B est un variant de la boucle tant que et que cette boucle admet la propriété
invariante suivante, Z : pged(a,b) = pgecd(A, B) et A € Net B € N.

- Montrons que la propriété Z est bien une propriété invariante.

e Initialement A =a et B=0bavec a € Net b € N, Z découle de telles hypotheses.
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ANNEXE A. STRUCTURES ALGEBRIQUES ET DIVISION EUCLIDIENNE

e Nommons A, B les valeurs de A et B au début d’une itération de boucle et A, B les valeurs de A et B 4 la fin de
cette méme itération de boucle. Supposons que A, B satisfont Z et la condition de boucle et montrons que A, B
satisfont Z. Par lecture de ’algorithme : A = B et B=A mod B # 0. Du lemme 13 : pgcd(A, B) = pgcd(A, B).

De plus A=B eNet B=A mod B d’oti par propriété de la division euclidienne B € N.
- Montrons que la grandeur V est bien un variant de boucle.

e V est & valeurs dans I’espace bien fondé (N, <), par propriété Z.

s s valeurs de A et B a la fin

e Nommons A, B les valeurs de A et B au début d’une itération de boucle et le
—B=A mod B< B=V(4,B).

A
de cette méme itération de boucle. Par lecture de I’algorithme : V(A, B) = B

V est donc bien un variant de 'algorithme d’Euclide.

On conclut donc que la boucle tant que de I'algorithme d’Euclide termine, et ce sur toutes entrées, et produit un état des
variables vérifiant Z ainsi que la négation de la condition de boucle. En particulier pgcd(A, B) = pged(a,b) et B = 0. Or
pgcd(A,0) = A = pged(a, b). On en déduit la correction de Ialgorithme. O

PrROPOSITION 15
En notant (C),)nen la suite donnant la complexité pire cas, en nombre de tours de boucle, de I'algorithme
d'Euclide, sur des entrées inférieures a n, C,, = O(logn).

Preuve —

- On montre dans un premier temps que si l'algorithme d’Euclide effectue p € N itérations de boucle sur des
entrées a et b alors a > Fpi1 ol (Fp)pen est la suite de Fibonacci. En effet, considérons la suite finie des
valeurs des variables (A;);cfo,p) et (Bi)ic[o,p] en téte des p tours de boucle, numérotées dans 'ordre inverse

de leur exécution : a = Ajp. Notons (Qi)ie[[l,p]] la suite des quotients des divisions euclidiennes de A par B.
Ap = QpBp(= Ap-1) + Rp(= Ap—2) Ap = QpAp—1+ Ap—2
Ap—1 = Qp-1Bp—1(= Ap—2) + Rp—1(= 4Ap—3) Ap—1=Qp-14p—2+ Ap_3
Az ; Qsz(: Ai—1) + Ri—1(= Ai—2) A; ; -Q.i.Ai—l + A2
Av = Qi +0 Av = Qi +0

Remarquons que par divisions euclidiennes : Vi € [1,p—1], A;—1 < A;, de plus par hypothese sur l’algorithme d’Euclide
a(= Ap) = b(= Ap—1). Ainsi les (A;);¢[o,p] forment une suite croissante. On en déduit que Vi € [1,p], Q; > 1, et
donc Vi € [[1,p],A; > Ai—1 + A;—2 (en prolongeant A_; = 0). De plus Ag > 0. Finalement, une récurrence nous
donne : Vi € II—l,p]],Ai Z F'L'+1~

- Dans un second temps, on se rappelle que la suite de Fibonacci a une croissance exponentielle, & savoir :

Vp 22, gPTECF, < oPH

en notant ¢ = 1+T\/§ le nombre d’or, qui est une solution de 1’équation 22 —x — 1 = 0.

- Finalement, on encadre C,,. Soit n € N avec n > 2, on rappelle que la suite de Fibonacci est strictement croissante,
soit donc p € N tel que F < n < Fp41. On remarque que n > 2 donc p > 2 car F> = 1 et donc on peut utiliser
I’encadrement obtenu ci-avant : $P~2 < n < @P, soit donc log,(n) < p < log,(n)+2 par croissance de log,,. L’exécution
de I'algorithme d’Euclide sur les entrées (Fp, Fj—1) conduit & la séquence de p tours de boucles (Fp, Fp—1, Fp—2,..., Fp)
pour les valeurs de A. Finalement C, étant une complexité pire cas : Cp > p > log,(n).

11 nous reste donc & majorer Cy,. Supposons qu'’il existe deux entrées (a,b) € N2 telles que a < n et b < n conduisant
4 un nombre de tours de boucle g > [log,(n) + 1]. On déduit des remarques précédentes que Ag = a > Fy+1. En

utilisant la croissance de la suite de Fibonacci : a > F“Og(b(n)]JrQ = ¢“°g¢(”)] > ¢10g¢("> = n ce qui est absurde car

a < n. On en conclut donc que toutes entrées (a,b) € N2 telles que a < n et b < n conduisent & un nombre de tours
de boucle < [logy(n) + 1]. Soit Cpn < [log,(n) + 1] < logy(n) + 2.

O

REMARQUE 16 — L’algorithme 1 d’Euclide modifie les entiers A et B en préservant linvariant suivant :
A et B sont une combinaison entiére affine des valeurs de a et b initiales. En effet a chaque tour de boucle
on effectue lopération : (A, B) < (B,A— QB) ot Q = A/B. Ce résultat nous intéresse particuliérement
puisque le lemme de Bézout nous donne l’existence d’une combinaison linéaire entiére de a et b valant
pgcd(a,b). En reprenant les notations (A;)icjo,n] introduites ci-dessus, et en notant u; et v; de sorte que
A; = u;a+v;b, en remarquant que A; = Q;A;—1 + Ai—2 on déduit A;—o = (u; — Qiui—1)a+ (v; — Q;v;—1)b.

iv



A.5. L’ANNEAU Z/NZ

Algorithme 2: Algorithme d’Euclide étendu
Entrée: Deux entiers naturels a et bet a > b
Sortie: Le pged de a et b, les coefficients de Bézout
1A« a; B+ b;U+1;V+0;U«+0;V +1;
2 tant que B # 0 faire
3 Q «+ A/B; //Le quotient de la division euclidienne
(4, B) < (B,A—-QB) ;
(Ua ‘/a U/a V/) — (U/a V/7 U - QU/a V- Qvl)

6 retourner A, U,V

[SA N

ProOPOSITION 17
L’algorithme d'Euclide étendu s'arréte sur toutes ses entrées (a,b) et calcule un triplet (d,u,v) tel que
d = pged(a,b) et d = au + bv

A.5 L’ANNEAU Z/nZ

DEFINITION 18

Soit n € N*. La relation = a[n| (« « est congru a a modulo n ») définie par n | (z — a) est une relation
d'équivalence sur Z. L'ensemble @ = {x € Z | * = a[n]} est la classe d'équivalence de a. L'ensemble
{1;2;---;m} des classes d'équivalence est noté Z/nZ.

Ainsi, pour tout (z,a) € Z?, T =a <= x = a[n]. Et, parce que (z =a[n] et y = b[n]) = (z+y=
(a+b)[n] et & x y = (a x b)[n]), on peut définir T+ =z + y et T x § =z X y, ce qui fait de (Z/nZ,+, x)
un anneau commutatif.

PrRoOPOSITION 19
x € 7 est premier avec n € N* si, et seulement si, T € Z/nZ est inversible. Par suite Z/nZ est un corps
(noté aussi IF,,) si, et seulement si, n € N* est un nombre premier.

Preuve — Soit = un entier relatif : T est inversible ssi il existe u € Z tel que T x u = 1, ssi il existe u € Z tel que zu = 1[n],
ssi il existe (u,v) € Z? tel que zu + nv = 1. D’apres le lemme de Bézout, c’est le cas ssi x est premier avec n. Par suite
Panneau Z/nZ est un corps ssi tous les élements autres que I’élément nul 7 sont inversibles, ssi n est premier avec tous les

éléments de [1,n — 1], ssi n est premier. O

METHODE 20 (calculer un inverse ou le retour de Bézout) — Insistons sur la caractére calculable de
Uinverse d’un élément x dans Z/nZ lorsque n est premier. En effet, étant donné un entier x € Z/nZ et
n € Z premier, l'exécution de Ualgorithme d’Euclide étendu sur les entrées (n,x) conduit au calcul d’un
triplet (d,u,v) de sorte que d = pged(n,x) =1, et 1 = nu + vz. Soit finalement vz = 1[n] et donc vz =1
s0it U est l'inverse de 7.

PROPOSITION 21 (théoréme chinois)
Si a et b sont premiers entre eux, alors deux congruences modulo a et modulo b équivalent a une congruence
modulo ab car les anneaux Z/(ab)Z et Z/aZ x Z./bZ sont isomorphes.

Preuve — Notons mq : Z — Z/aZ, © — T et de méme 7y, et myp. L’application f : Z/(ab)Z — Z/aZ X Z/VZ, 7ap(x) —
(ml (z), mp (z)) est un isomorphisme d’anneaux. D’une part elle est bien définie et c’est un morphisme d’anneaux.

D’autre part ses ensembles de départ et d’arrivée ont le méme cardinal ab, elle est donc bijective ssi elle est injective. Ce

qu’elle est car : si mq(x) et m,(z) sont nuls, alors a et b divisent x, d’ott (exercice 12) ab divise = car a et b sont premiers

entre eux, donc mgp(z) est nul. O
METHODE 22 (Résoudre un systeme de congruences avec I'algorithme d’Euclide étendu) — Soit donc une
famille (p1,p2,...,pn) d’entiers deuz a deux premiers entre eux. On souhaite construire un isomorphisme
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de (Z/p1Z X Z)p2Z X -+ X L/ pnZ) — Z/p1p2 - - . DpZ. Ainsi étant donné un élément x dont on connait
uniquement les valeurs x1 = x mod p1, o = x mod ps, ..., £, = x mod p, on cherche a calculer
la valeur de x mod pips ...pn. Pour ce faire on construit une famille d’entiers (1;)iep ] tels que l;
mod p; = 6; ;. Armé d’une telle famille on pourra alors construire l'entier © = x1l; + x2ls + -+ + 2,1,
qui sera bien tel que Vj € [1,n], x mod p; = x;. Pour tout i € [1,n] et tout j # i, l; doit donc étre
multiple de p;, soit donc K; = pip2...pi—1Pit+1 - - - Pn qui convient. Mais il faut de plus que l; mod p; =1,
or K; mod p; nest pas nécessairement 1. On peut toutefois calculer Uinverse de K; dans Z/p;Z grace
a Ualgorithme d’Euclide étendu, notons J; cette inverse. Finalement K;J; est tel que pour tout j # i
K;J; mod p; =0 car K; est multiple de p; et K;J; mod p; = 1. On conclut donc que le choiz l; = K;J;
convient.

EXEMPLE 23 — On cherche les entiers relatifs x tels que x = 2[3], © = 4[5],y = 2[8]. On note que p; = 3,
pa2 =5 et p3 = 8 sont premiers entre eur deuxr a deux. On calcule K1 =5 x 8 =40, Ko =3 x 8 =24 et
K35 =3 x5 =15. On calcule les inverses des K; module p; au moyen de lalgorithme d’Euclide étendu :

— 1

— 3x(-13)+40x1=1donc Jy =40 =1 dans Z/3Z;
— 5x5+24x%x(—1)=1 donc Jy =21 " =71 dans Z/5Z ;
— 8x2+15x (1) =1 donc Js =15 ' = =1 dans Z/8Z.

On fabrique alors les entiers [y = K1J, = 40, Iy = —24 et I3 = —15. Donc

= 2[3]
x = 4[5) & x =2l +4ls + 25[120] & x = —46[120]
= 2[8]

DEFINITION 24
Le nombre d'éléments inversibles de Z/nZ (i.e. le nombre d'entiers de [1,n] premiers avec n) est noté ¢(n).
L'application ¢ : N* — N, n+— ¢(n) est appelée I'indicatrice d’Euler.

METHODE 25 (Comment calculer I'indicatrice d’Euler) —
(i) Sip est premier, alors ¢(p) =p— 1 et Vk € N*, p(pF) = p* (1 - %) .
(ii) Si a et b sont premiers entre euz, alors p(ab) = ¢(a)p(b).

(i1i) Sipi,--- ,pr sont les diviseurs premiers de n, alors ¢(n) =n (1 - p%) (1 - p%) .

Preuve — (i) Si p est premier, alors : les éléments de [1, p] premiers avec p sont 1,--- ,p — 1, donc ¢(p) = p— 1. Et un
élément de [[1,pk]] est premier avec p* ssi il est premier avec p ssi il n’est pas un multiple de p. Or [[l,pk]] contient pF—1

multiples de p. Donc o(pF) = pF — pF~—1 = pk (1 _ %) .

(it) I1'y a ¢(a) inversibles dans Z/aZ et il y en a ¢(b) dans Z/bZ. Il y en a donc p(a)p(b) dans Z/aZ x 7Z/bZ et autant
dans Z/(ab)Z par I'isomorphisme du théoréme chinois si a et b sont premiers entre eux.

(#ii) n est de la forme p't - p*, d’ott p(n) = p(pT!) - @(pp*) =n (1 — i) <1 — i) . O

A.6 L’ORDRE D’UN ELEMENT

Si a est un élément d’un groupe (G, -) d’élément neutre 1, alors ensemble {---;a=2;a7 1 1;at;a2%;- - } =
{a¥, k € Z} est un sous-groupe de G, appelé le sous-groupe engendré par a; c’est le plus petit sous-groupe
de G contenant a.

Si ce sous-groupe est un ensemble fini, alors son cardinal est appelé 'ordre de a. L’ordre de a est alors
le plus petit entier k strictement positif tel que a® = 1. Et les entiers k tels que a* = 1 sont les multiples
de l'ordre de a. On dit que le groupe G est monogene s’il est lui-méme engendré par un élément et qu’il
est cyclique s’il est monogene et fini.
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A.6. L’ORDRE D’'UN ELEMENT

p L . 1 2 3 4 5 6 7

EXERCICE 26 — Décomposer en cycles disjoints la permutation o = (5 47 926 1 3 du, groupe
symétrique St et en déduire 'ordre de o.

PROPOSITION 27 (Théoréme de Lagrange)

Si a est un élément d'un groupe G fini, alors |'ordre de a divise le cardinal de G.
Preuve — (La preuve qui suit est valable seulement si G est commutatif.) L’application G — G,z — ax est bijective. D’oll
le produit [] z de tous les éléments du groupe est aussi égal & [] (axz) = a™ [] z, en notant n le cardinal de G. Donc

zeG zeG zeG

a™ =1. |

COROLLAIRE 28
(Théoreme d'Euler) Si a € Z est premier avec n € N*, alors a#(™) = 1[n).
(Petit théoreme de Fermat) Si p est un nombre premier, alors Va € Z, a? = a[p).

Preuve — (Euler) Si a est premier avec n, alors @ est un élément inversible de Z/nZ. Le groupe des inversibles de Z/nZ a
pour cardinal (n). L’ordre de @ divise donc ¢(n). Par suite @?(") = 1. Autrement dit a®(™) = 1[n].
(Fermat) Parce que p est premier : ou bien a est divisible par p, d’ou a? ’est aussi, donc a? = a = 0[p]. Ou bien a est

premier avec p et alors, d’aprés le théoréme d’Euler, a?~1 = 1[p], d’olt aP = ap). O

EXERCICE 29 — Calculer ¢(10) et en déduire que le dernier chiffre de ’écriture décimale de 33*5 est 3.
Calculer p(100) et en déduire les deux derniers chiffres de ’écriture décimale de 33*° sont 4 et 3.
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