Chapitre IV Diagonalisation & trigonalisation
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IV.1 (NE PAS) ETRE DIAGONALISABLE

DEFINITION 1
On dit qu'une matrice carrée A est diagonalisable si elle est semblable a une matrice diagonale, c’est-a-dire
s'il existe une matrice inversible P telle que P~!- A - P est diagonale.

EXERCICE 2 — 1. Soient les matrices
0 1 2
A=1[1 0 2 et B<(7) ;)
0 0 3
Montrer que la matrice A est diagonalisable et la diagonaliser. Montrer que la matrice B n’est pas
diagonalisable.
4+(=DH"  1-(=D" n
2 n 2 n _1 + 3
2. Montrer que, pour tout n € N, A™ = 1_(;1) 1+(;1) —-143"

0 0 3"

Unp+1 = Un + 2wn
3. Déterminer toutes les suites (uy), (vn) et (wy,) telles que, pour tout n € N, < v,11 = u, + 2w,

Wn1 = 3wy,

o'(t) = y(t) + 2z(t)
4. Résoudre le systéme d’équations différentielles < y'(t) = x(t) + 22(t)
Z'(t) = 3z(t)

IV.2 VALEURS & VECTEURS PROPRES
DEFINITION 3
Soient E un K—espace vectoriel et © : £ — E un endomorphisme.

(i) On dit qu'un vecteur z € E est un vecteur propre de u si x n'est pas nul et u(x) est colinéaire a z :
x#0p et INeEK, u(z)= Az

(i) On dit qu'un scalaire A € K est une valeur propre de u s'il existe un vecteur © € E tel que 1z # O
et wu(zr)=Az.

(iii) L'ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et est noté Sp(u).
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CHAPITRE 1IV. DIAGONALISATION & TRIGONALISATION

Soient n € N* et une matrice carrée A € M, (K).
(i) On dit qu’un vecteur colonne X est un vecteur propre de Asi X #0etIN €K, A- X = \X.

(i) On dit qu'un scalaire A est une valeur propre de A s'il existe un vecteur colonne X tel que
X#0et A- X =X,

(iii) L'ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre de A et est noté Sp(A).

Soient un vecteur x € E et un scalaire A € K : si ¢ # 0g et u(x) = Az, alors x est un vecteur propre et
A est une valeur propre. On dit alors que x est un vecteur propre associé a la valeur propre A.

EXEMPLE 4 — Un spectre égal a R : l'ensemble C*° (R, R) des fonctions de R vers R infiniment dérivables
est un R—espace vectoriel de dimension infinie. La dérivation D : C°(R,R) — C®(R,R), f+— f' est un
endomorphisme. Chaque réel A est une valeur propre de D. En effet, la fonction

f:R—->R, x e

est de classe C*®°, non nulle et sa dérivée est f' = \f. Cette fonction f est donc un vecteur propre de D,
associé & la valeur propre X\. Donc Sp(D) = R.

Un spectre vide : I’endomorphisme R[X] — R[X], P(X) — X - P(X) ne posséde aucun vecteur propre (et
donc aucune valeur propre).

Si l’espace vectoriel E est de dimension finie n, alors on peut représenter, dans une base de E,
Pendomorphisme u par une matrice carrée A € M,,,(K) et le vecteur z par une vecteur colonne
X € Mp1(K). De

u(z) =x <= A-X =X,

on déduit que x est un vecteur propre de u si, et seulement si, X est un vecteur propre de A (avec la
méme valeur propre).

DEFINITION 5
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et v : £ — F un endomorphisme.

On dit que I'endomorphisme u est diagonalisable s'il existe une base (1, -+ ,&,) de E dont chaque
vecteur est un vecteur propre de u @ Vi € [1,n], u(e;) = \ie;.

u(el) U(BQ) . e u(en) 61 e E’Vl u(gl) U(EQ) tee U(&n)
er [ an a2 ay 6~1< : : ) €1 A1 0o - 0
o " = : : . )
Ao €2 a1 az ... a?n €n\ - ' pPlap = ?2 0 Ao : :
: : ' 0
€n Gnl an2 o Gpn en 0 . 0 )\n
Si la matrice A représente I’endomorphisme u dans une base B = (eq,- - ,e,), alors : A est diagonalisable

si, et seulement si, v est diagonalisable.

IV.3 LE POLYNOME CARACTERISTIQUE

PROPOSITION-DEFINITION 6
Soit une matrice carrée A € M,,,,(K). La fonction

K — K, =~ det(zl, — A)
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IV.3. LE POLYNOME CARACTERISTIQUE

est un polyndme noté x 4 et appelé le polyndme caractéristique de A :

Ve e K, xa(z)=det(zl, — A) = 2" — (trA) 2" - + (=1)" det A.

Preuve — Les termes de degré n et n — 1 de xa(z) sont ceux du produit
(x—a1,1)...(x—an,n),
c’est-a-dire z" et —(a1,1 + -+ + an’n)x”_l. Enfin le terme constant du polynéme x 4 est

xA(0) =det(0I, — A) = det(—A) = (—1)" det A.

|
Deux matrices semblables ont le méme polynéme caractéristique.
Preuve — Soit A’ = P~1AP, ot P € GL,(K). Pour tout z € K, zI, — A’ =xl, — P~ 1-A.-P=P~ 1. (zI, — A)- P,
d’ott x 4/ (z) = det(xl, — A") = det(zl,, — A) = xa(z). O

Autrement dit, le polynéme caractéristique d’une matrice est un invariant de similitude comme son
polynéme minimal (d’apres l'exercice 31 du chapitre [I) et son rang et aussi comme son déterminant et sa
trace (qui sont d’ailleurs des coefficients de ce polynéme d’apres la proposition 6).

Si E est un K—espace vectoriel de dimension finie, alors on peut définir le polynéme caractéristique
d’un endomorphisme u par
Xu(z) = det(zidp — u).

Si la matrice A représente I’endomorphisme u dans une base B, alors la matrice x1I,, — A représente
I’endomorphisme zidg — v dans la méme base, donc x, = x 4.

Le polynéme caractéristique d’une matrice sert a détecter ses valeurs propres :

THEOREME 7 (Le polynéme caractéristique détecte les valeurs propres)
Soit une matrice carrée A € M,,,(K). Un scalaire A € K est une valeur propre de A si, et seulement si, A
est une racine du polynéme caractéristique x4 € K[X] :

A € Sp(A) < det(A\,, — A) =0.

Autrement dit : si F est un K—espace vectoriel de dimension finie et v : F — E un endomorphisme,
alors
YA eK, A€ Sp(u) < det(Aidg —u) = 0.

Preuve — )\ € K est une valeur propre de A si, et seulement si, il existe un vecteur colonne X # 0 tel que A- X = AX. Or

X #£0, A-X=XX <<= 3X#0, (A-X-2X)=0
— 33X #0, (A-A,)-X=0
<= l’endomorphisme Aidg — u n’est pas injectif
<= l’endomorphisme Aidg — u n’est pas bijectif
<= la matrice A\I,, — A n’est pas inversible
< det(AI, —A)=0
|
EXERCICE 8 — 10 0
1. Montrer que la matrice C = |0 0 —1| est diagonalisable dans C mais pas dans R.
01 0

2. Proposer, pour chaque n € N*, une matrice de M,,(R) qui n’est diagonalisable ni dans R ni dans C.
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CHAPITRE 1IV. DIAGONALISATION & TRIGONALISATION

REMARQUE 9 (réel ou complexe) — Si les coefficients d’une matrice carrée A = (a;;), de taille n x n,
sont tous réels, c’est-a-dire Vi € [1,n], Yj[1,n], a; = ai;, alors :

1. on peut décider que K = R, la matrice A appartient alors & M,, ,(R), ses valeurs propres sont réelles
(Sp(A) C R) et son spectre est parfois noté Spg(A) ;

2. on peut aussi décider que K = C, la matrice A appartient alors & M, ,(C), ses valeurs propres sont
complezxes (Sp(A) C C) et son spectre est parfois noté Spe(A) ;

3. Spr(A4) =Spc(4) NR;
4. VAEC, X€Spe(A) = )€ Spc(4).
Autrement dit : le spectre d’une matrice a coefficients réels est stable par conjugaison complexe.

Preuve — Si A € C est une valeur propre de A, alors il existe un vecteur colonne X = (z;) € M1,n(C) non nul tel
que AX = AX. D’ots DX = XX, en notant A = (@) et X = (Z;). Or A= A car tous les coefficients de la matrice
A sont réels. D’oty AX = XX. Donc X est une valeur propre de A. O

ProrosITION 10
Soit une matrice carrée A € M,,,,(K).

1. Le spectre de A contient au plus n valeurs propres distinctes deux a deux.

2. Pour chaque valeur propre A € Sp(A), on note m) la multiplicité de la racine A dans le polynéme
caractéristique x . Si le polynéme caractéristique est scindé, alors

trA = Z my - A et det A = H AT
A€Sp(A) A€ESP(A)

3. La matrice A et sa transposée ont le méme polyndme caractéristique : x 47 = x4, donc le méme
spectre : Sp(A4) = Sp(AT).

Preuve —

1. Les valeurs propres de la matrice A sont les racines du polynéme caractéristique x 4. Le nombre de racines d’un
polynéme est inférieur ou égal a son degré. Or le degré du polynome caractéristique est n.

2. Si le polynéme caractéristique est scindé, alors il est de la forme :
xaA@ =@ —=A) X x(@=An) =2 — A1+ +A)z" T4+ 4 (=A1) X - X (=An).
Or xa(z) =det(xl, — A) = 2™ — (trA)z™ 1 4+ .- + (=1)" det A.
3. Soit B =ual, — A. Onsait que: det(BT)=detB.Or BT = (al, — A)T =al, — AT. Donc X 7 = xA4-
a

IV.4 LES SOUS-ESPACES PROPRES

DEFINITION 11

Soient F un espace vectoriel, v : E — E un endomorphisme et A une valeur propre de u. Le sous-espace
vectoriel Ker (Aidg — u)  est appelé le sous-espace propre de u associé a la valeur propre A et est
noté Ey(u).

Le sous-espace propre Ker (Aidg — u) est bien un sous-espace vectoriel de E (car ¢’est un noyau). 11
contient tous les vecteurs x € F tels que u(z) = Az, ¢’est-a-dire :

— le vecteur nul O ;

— les vecteurs propres de u associés a la valeur propre A.

0 7

O O =
_ o O
O = O

. ) . 71
EXERCICE 12 — Déterminer les sous-espaces propres des matrices B = ( ) et D=
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IV.4. LES SOUS-ESPACES PROPRES

REMARQUE 13 (La valeur propre 0) — Soient E un espace vectoriel et w : E — E un endomorphisme.
1. §i 0 est une valeur propre de u, alors le sep associé a la valeur propre O :
— est le noyau de u : Ker (0idg — u) = Keru;
— contient un vecteur non nul, donc l’endomorphisme u n’est pas injectif.
2. 8i 0 n'est pas une valeur propre de w, alors Vo # 0, u(x) # 0x, d’ou Vx # 0, u(z) # 0g, donc u
est injectif.

3. On a donc montré que :
u est injectif <= 0 n’est pas une valeur propre de u.

4. En particulier, si lespace vectoriel E est de dimension finie, alors : u est bijectif <= 0 ¢ Sp(u).
Autrement dit :
une matrice carrée A est inversible <= 0 ¢ Sp(A).

EXERCICE 14 — Soit u : E — E un endomorphisme bijectif. Comparer les spectres de u et de u™', les

sous-espaces propres de u et de u~L.

Le polynome caractéristique d’une matrice nous renseigne non seulement sur les valeurs propres mais
aussi sur les dimensions des sous-espaces propres :

PROPOSITION 15 (encadrement des dimensions des sep)
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et v : F — F un endomorphisme :

YA € Sp(u), 1<dimKer(A\idg —u) < my
ol my est la multiplicité de la racine A dans le polyndme caractéristique.

Preuve — Soient d la dimension et (1, - ,£4) une base du sous-espace propre Ker(Aidg — u).
A est une valeur propre, d’ou il existe un vecteur  # Op dans ce sous-espace propre, donc d > 1.

On complete la base du sous-espace propre en une base B = (€1, ,€4,€4+1, - ,en) de I'espace vectoriel E. La matrice

de u dans cette base B est de la forme

d n—d
—

ALk

A= A

0 =x

et son polynéme caractéristique s’écrit x4 (x) = (z — A\)? - Q(z), ol Q est un polynéme de degré n — d. Donc d < my. O
ProrosiTION 16
Soient F un espace vectoriel et u : E — F un endomorphisme.
Si des valeurs propres sont distinctes deux a deux, alors les vecteurs propres associés sont libres.

Autrement dit : les sous-espaces propres sont en somme directe.

Preuve — Soient €1, ---, €, des vecteurs propres de u associés a des valeurs propres A1, ---, A\, distinctes deux a deux.

Par récurrence sur r :

* sir =1, la famille (1) est libre car €1 # O (un vecteur propre n’est jamais nul, par définition).

** supposons la famille (g1, ,er—1) libre. On veut montrer que :
Q11+ -+ ar_16r—1 +arer =0 = a1 = - =ar_1 =ap =0.

Si aier + -+ ar—16p—1 + Qrér =0g (L1)
alors u(arer + -+ ap_16p—1 + arer) =u(0g)
d’olt Q1A1E1 + -+ Qro1Ar—16r—1 + QrArer =0g (L2)
d’otr art(A1 —Ar)er+ -4+ or_1(MAm1 — Ar)er—1 =0g (L2 — X\rL1).

Or la famille (1, -+ ,er—1) est libre, d’ot a1 (A1 — Ar) = = ar—1(Ar=1 — Ar) = 0.

Or les valeurs propres sont distinctes deux a deux, d’ot a1 = -+ = a,—1 = 0.

Mais alors, d’apres (L1), on a aussi o, = 0.

33



CHAPITRE 1IV. DIAGONALISATION & TRIGONALISATION

*** Par récurrence, la propriété est vraie pour tout r € N*.

Voici une autre preuve qui utilise le lemme [1.35 des noyaux : si A1, ---, A, sont des valeurs propres de u deux
a deux distinctes, alors les polynémes P; = A1 — X, ---, P = A — X sont deux & deux premiers entre eux, d’ou
Ker (Pi(u)o---0 Pr(u)) = Ker Pi(u) @ --- @ Pr(u). Cette somme est directe et c’est la somme des sep. O

EXERCICE 17 — Soient r réels \1, -+, A\, distincts deux a deux. Montrer que
si Vre€R, a1eM® 4+ qe® =0,
alors o1=---=a, =0

en utilisant la proposition précédente (voir deux autres méthodes dans le TD n° 2).

IV.5 CRITERES DE DIAGONALISABILITE

PROPOSITION 18 (une condition suffisante pour qu'une matrice soit diagonalisable)
Soient n > 2 et une matrice A € M,, ,(K) :

A posséde n valeurs propres distinctes deux a deux = A est diagonalisable.

Preuve — Si A posséde n valeurs propres distinctes deux a deux, alors il existe n vecteurs propres associés et ils sont libres.
Or une famille libre de n vecteurs est une base de K™. Donc A est diagonalisable. La réciproque est fausse car la matrice I,
est diagonalisable (elle est diagonale). Or Sp([) = {1}. 0

THEOREME 19 (conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une matrice soit diagonalisable)
Soient un espace vectoriel E/ de dimension finie et © : £ — E un endomorphisme.

u est diagonalisable <= E= @ Ker(Midg—u)
AESP(u)
— dimE = Y dimKer(Aidg — u)
AESP(u)

<= Xy estscindé et VA€ Sp(u), dimKer (Aidg — u) = my

Preuve —

* Siu est diagonalisable, alors il existe une base de E, formée de vecteurs propres de u. D’oll les se sont supplémentaires.
Réciproquement : si la somme directe des sep est égale a E, alors il existe une base de E adaptée & cette somme
directe. Cette base est formée de vecteurs propres de u, donc u est diagonalisable.

** On sait déja que la somme des sep est directe grace a la proposition 16. D’ot :

E= @ Ker(Midg—u) <= dimE= > dimKer(Xidg —u).
AESP(u) AESP(u)

*** D’une part Z my < deg xu = dim E et d’autre part (proposition 15) VA € Sp(u), dim Ker (Aidg — u) < mjy, d’ou

AESP(u)
dim E = Z dim Ker (Aidg — u) si, et seulement si, Z my = dim E et VA € Sp(u), dimKer (Aidg — u) = m.
AESP(u) AESpP(u)
Or Z m) = dim F si, et seulement si, x, est scindé.
AESp(u)
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IV.6. TRIGONALISATION

EXERCICE 20 — La matrice £ = est-elle diagonalisable ?

S O
S w o
~N O

IV.6 TRIGONALISATION

DEFINITION 21
On dit qu'une matrice A € M,,,,(K) est trigonalisable s'il existe un matrice inversible P telle que P~ AP
est triangulaire :

AL ke w
_ 0 A
P7AP = 2
: - .k
0 -+ 0 M\,
Soient un espace vectoriel E de dimension finie et un endomorphisme v € L(F). On dit que u est
trigonalisable s'il existe une base B = (g1, -+ ,&,) de F telle que Matg(u) est triangulaire.
REMARQUE 22 — 1. Dans la définition, on peut choisir une matrice triangulaire inférieure au lieu de
supérieure. Il suffit de remplacer la base (g1, - ,€,) par la base (e, ,€1), c¢’est-a-dire d’inverser

lordre des vecteurs, autrement dit d’inverser l'ordre des colonnes de P.

2. Si A est trigonalisable, alors les scalaires \; € K sur la diagonale sont des valeurs propres de A car
le polynome caractéristique de A est (X — Ay) -+ (X — \p). (C’est un déterminant triangulaire.)

THEOREME 23
Une matrice A € M,,,,(K) est trigonalisable si, et seulement si, son polyndme caractéristique y 4 est scindé
sur K.

Preuve — On démontre la propriété par récurrence sur la taille n de la matrice :
— Sin =1, alors la matrice A = (a11) est déja triangulaire.

— Supposons que la propriété est vraie pour toutes les matrices de taille (n — 1) X (n — 1).

La matrice A représente un endomorphisme u d’un K—espace vectoriel F, dans une base B = (e1,e2, -+ ,en). Le
polyndéme caractéristique P4 posséde au moins une racine A1 € K car il est scindé. Soit €1 € E un vecteur propre de
u, associé & cette valeur propre A1. On compléte pour obtenir une base C = (e1, €, -+ ,el,) de E. Dans cette base, la
matrice de u est de la forme

A1 ox eee %

A'=QtAQ = (.)
: B ’
0

ol Q est la matrice de passage de B vers C. Le bloc B est une matrice de taille (n — 1) X (n — 1) et son polynéme
caractéristique est aussi scindé car Py (X) = Pa/(X) = (X — A1) Pp(X) est scindé. D’ou B est trigonalisable : il existe
R € GL,_1(K) telle que la matrice R~! BR est triangulaire. La matrice

1 0 --- 0 1 0 - 0
0
S=1. est inversible et S~ =
: R R™1!
0 0
D’ou
)\1 * *
STlA's =

: R7'BR
0

est triangulaire. Soit P = QS : la matrice P~1 AP est triangulaire.
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CHAPITRE 1IV. DIAGONALISATION & TRIGONALISATION

COROLLAIRE 24
Toute matrice de M,,,,(C) est trigonalisable

Preuve — Soit A € My, (C). Le polynéme caractéristique de A appartient & C[X]. Or tout polynéme de C[X] est scindé,
d’apres le théoreme de D’Alembert-Gauss. Donc A est trigonalisable. O

EXERCICE 25 — Soit une matrice carrée A € M,,,,(K). Montrer qu’il y a équivalence entre :
(i) la matrice A est nilpotente ;
(ii) le polynome caractéristique de A est xa(X) = X" ;

(#i) la matrice A est trigonalisable, avec seulement des zéros sur la diagonale.

IV.7 LE THEOREME DE CAYLEY & HAMILTON

THEOREME 26 (de Cayley & Hamilton)
Le polyndme caractéristique d'une matrice A € M,,,,(K) est un polynéme annulateur de cette matrice :

XA(A) = 0

Preuve — La matrice A représente, dans une base d’'un K — ev E de dimension n, un endomorphisme u. Le polynome
caractéristique de u est aussi le polynéme caractéristique de A et on veut montrer que xy(u) = Oz (E), autrement dit :
Vz € E, X(u)(z) =0g.

Soit « un vecteur non nul de E. La famille (z,u(z),--- ,u™(x)) est liée car elle contient n 4+ 1 vecteurs d’un ev E de
dimension n. D’ou il existe un plus grand entier p € N* tel que la famille (z,u(x),--- ,uP(x)) est libre. Et cet entier p est
strictement inférieur & n.

Il existe donc p 4 2 scalaires g, a1, -+, apr1 de K, non tous nuls, tels que
o + caqu(x) + - - - 4 apuP (z) + apr1uPti(z) = 0p.

De plus ap41 # 0, sinon la famille (z,u(x), - - ,up(x)) serait liée. D’ot, en divisant par apy1 : il existe p + 1 scalaires ag, a1,
-+, ap de K tels que
aox + aju(x) + - - apuP (z) + uPT(z) = 0.

Soit F' le sev de E engendré par la famille B = (z,u(x), - - ,up(x)). Ce sev F est stable par u. La famille de vecteurs B
est une base de F' et la matrice de la restriction u | dans cette base est
0 -+ -+ - 0 —ag
1 - —ai
A= |0
0 -+ 0 1 0 —ap
0 - 0 0 1 —a

C’est la matrice compagnon (voir T.D.) du polynéme Q(X) = XP+! +a, XP +- .-+ a1 X +ag, d’ott det(\p11 — A11) = Q(N).

Si on compleéte la base B de F' en une base C de F, alors

Py
1 A A
Matc(u):p+1 Bty e
0 D Ag

est une matrice triangulaire par blocs. D’ou le polynéme caractéristique de u est
Xu(A) = det(Mldg — u) = det(Apt1 — A1) - det(Ap—p—1 — A22) = Q(A) - det(Al—p—1 — A22).
Or Q(u)(z) = 0g, d’apres la derniére colonne de la matrice A11. Donc xu(u)(z) = Og.
Ceci est valable pour tout vecteur x non nul de E. Et aussi pour le vecteur nul car x.(u)(0g) = Og.

Do : Vz € E, xu(u)(x) = 0g. Donc xu(u) = 0z (g)-
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IV.8. POLYNOMES ANNULATEURS

COROLLAIRE 27
Le polyndme minimal divise le polyn6me caractéristique.

EXERCICE 28 — Déterminer le polynome minimal de la matrice E de ’exercice 20.

IV.8 POLYNOMES ANNULATEURS

Si x € E est un vecteur propre de u € L(E), associé & la valeur propre A € K, alors :

u(r) =\x = VkeN, uF(z) =Nz
= VP eK[X], P(u)(z) = P(\)z.

D’ot1 le méme vecteur z est un vecteur propre de P(u), associé a la valeur propre P()\).

PROPOSITION 29
Soit P € K[X] un polyndme annulateur de v € L(E). Si A est une valeur propre de u, alors X est une racine
de P :
VAeK, XeSpu)= P(A)=0.
N

Autrement dit : le spectre est inclus dans I’ensemble des racines.

Preuve — Si 3z # O, u(z) = Az, alors P(u)(z) = P(A)z . Or P(u) = 0. D’out P(u)(z) = 0g. Donc P(A\) =0 car z # Og.
La réciproque est fausse, voici un contre-exemple : le polynéme (X — 1)(X — 7) est un polynoéme annulateur de la matrice

identité I,, mais 7 n’est pas une valeur propre de I,. O

Dans le cas du polynéme minimal, cette inclusion est méme une égalité :

ProrosiTioN 30
Le spectre de u est égal a I'ensemble des racines du polynéme minimal (qui a donc les mémes racines que le
polynéme caractéristique).

Preuve — Le polynéme p,, est annulateur de u, d’ou les valeurs propres de u sont des racines de . Réciproquement : si «
est une racine de pi,, alors on peut écrire py(X) = (X — «) - N(X). Par minimalité, ’endomorphisme N (u) est non nul. Il
existe donc un vecteur z € E tel que z = N(u)(z) # Og. Or

(u — aidg) (@) = (u— aidg) o N(u)(2) = pu(w)(2) = 0.
Donc « est une valeur propre de u.
Voici une seconde preuve qui utilise le théoréme de Cayley & Hamilton : le spectre de u est inclus dans ’ensemble
des racines de p., car le polyndéme minimal est annulateur de u. Réciproquement, le polynéme minimal divise le polynéme

caractéristique d’apres le corollaire 27, d’ou I’ensemble des racines de u, est inclus dans ’ensemble des racines de xu,

c’est-a-dire dans le spectre de wu. O

THEOREME 31
Une matrice A est :

(i) trigonalisable si, et seulement si, elle possede un polynéme annulateur scindé;
(ii) diagonalisable si, et seulement si, elle posséde un polynéme annulateur scindé a racines simples;

(i) diagonalisable si, et seulement si, le polyndme [] (X — A) est annulateur de la matrice A.
AESPA
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Preuve —

(i) Si A est trigonalisable, alors le polynéme caractéristique de A est scindé d’apreés le théoréme 23. Or le polynéme
caractéristique est aussi annulateur de A d’apres le théoréeme de Cayley & Hamilton. Donc la matrice A posseéde un
polyndéme annulateur scindé.

Réciproquement : si A posséde un polynéme annulateur P scindé, alors le polynéme minimal p4 est aussi scindé car
il divise P. D’ou le polyndéme caractéristique est aussi scindé car il a les mémes racines que le polynéme minimal,
dans C et dans K. Donc A est trigonalisable d’apres le théoréeme 23.

(ii) et (iii) Si un polynéme Q = (X — p1)--- (X — ps) scindé a racines simples est annulateur de u, alors (lemme des noyaux)
E= & Ker (pridg — u)
k=1
car les polynémes X — u sont premiers entre eux deux & deux. Pour chaque k € [1, s], ou bien Ker (uxIldg —u) = {Og},
ou bien pi est une valeur propre de w. Soit I = {k € [1,s] | pr € Sp(u)}. Alors E = & Ker (upldg — u) =
kel

@ Ker (Aidg — u). Donc u est diagonalisable.
AESp(u)

”
Réciproquement : si u est diagonalisable, alors E = @ Ker (Agxidg — u), en notant A1, -, A les valeurs propres
k=1

de u. D’ou tout vecteur z € E s’écrit © = x1 + - -+ + x,, chaque vecteur zj étant un vecteur propre associé a la
valeur propre A. Donc le polynéme P = (X — A1) --- (X — Ar) est un polynéme annulateur de u car P(u)(z) =
s

Z(u —Aiidg)o--- o (u— Aridg)(zk) et chaque terme de la somme est nul car Vk € [1,7], u(zg) = A\pzk.
k=1

EXERCICE 32 — Soient n > 2. Montrer que la matrice

o 1 ... ... 1
1 0
T=1: . ] € Mu(K).
: o1
1 ... ... 1 0

est diagonalisable, déterminer son spectre et ses sous-espaces propres.

IV.9 STABILITE

PROPOSITION 33
Soient un espace vectoriel F, un endomorphisme v : £ — E et un vecteur a € E non nul.

La droite Vect(a) est stable par u si, et seulement si, a est un vecteur propre de u.

Preuve — Si la droite Vect(a) est stable par u, alors u(a) € Vect(a), d’out X € K, u(a) = Xa. Or a # Op. Donc a est un
vecteur propre.

Si a est un vecteur propre, alors IA € K, u(a) = Aa. Chaque vecteur = de la droite Vect(a) s’écrit aa, ot o € K. D’out

u(z) = u(aa) = au(a) = ala appartient aussi & Vect(a). Donc Vect(a) est stable par u. |

EXERCICE 34 — Soient E un R—espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Montrer
qu’il existe au moins une droite ou un plan stable par u.

PROPOSITION 35
Soient u : F — FE etv : E — E deux endomorphismes d'un espace vectoriel E. Si u et v commutent
(uov=wvou), alors les sous-espaces propres de u sont stables par v.

Preuve — Si \ est une valeur propre de u, alors le noyau de ’endomorphisme u’ = Midg — u est le sous-espace propre de u

associé a la valeur propre A. Or v/ commute avec v, donc Keru' est stable par v, d’aprés la proposition 11.16. O

En particulier, les sous-espaces propres de u sont stables par u. Pour chaque A € Sp(u), la restriction
de u au sous-espace propre F' = Ker(Aidg — u) est 'homothétie u|r = Aidp.
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PROPOSITION 36

Soient un espace vectoriel E de dimension finie, un endomorphisme v : E — FE et un sous-espace
vectoriel F stable par u. Le polynéme caractéristique P,,|,. de I'endomorphisme induit u|r divise le polynéme
caractéristique x, de u.

|F

Preuve — Soit G un supplémentaire de F'. Dans une base adaptée & la somme directe E = F @ G, la matrice A de u est
triangulaire par blocs :

dq do
A_dII A Az,
d2I 0 Azo
Son polynéme caractéristique est donc P (z) = det(xl4, +q, — A) = det(xlyg, — A11) x det(xlg, — A22). Or Py(x) = Pu(x)
et det(xlg, — A11) = Py (z). O

PROPOSITION-DEFINITION 37
Si le polynéme caractéristique d'une matrice A € M,,(K) est scindé, alors :

— le sous-espace caractéristique de A associé 3 chaque valeur propre \ est C\ = Ker (A, — A)™*,
ol my est la multiplicité de la racine A dans le polynéme caractéristique ;

— les sous-espaces caractéristiques sont supplémentaires, stables par A et de dimensions dim C = m,.

Preuve — Soit u I’endomorphisme représenté, dans une base d’un ev E, par la matrice A. Le polynéme caractéristique de
A étant scindé, xu = H (X — X\)™*. Le polynéme X, étant annulateur de u, E = & Ker (Aid — u)"> d’apres le
AESP(u)
AeSp(u)
lemme des noyaux. Les sec sont donc supplémentaires.

es matrices A e n— commutent, d’out le noyau C) de (Aid — u est stable par u, d’apres la proposition [1.16.
L trices A et (AI, A)Tx tent, d’ou 1 Cy de (Aid MX est stabl d’apres 1 ition I1.16

De plus, Pendomorphisme induit (u — Aid)|c, est nilpotent car Vo € Cy, (u — Aid)™*(z) = Op. D’ot son polynéme
caractéristique est XM Cx d’aprés Pexercice 25. Par suite, le polynéme caractéristique de ulc, est (X — N dim Cx car,
pour tout z € K, det (xidc)\ — u|c)\) = det ((:p —Nidg, — (u— )\id)|ck). Et ce polynéme caractéristique divise le polynéme
caractéristique de u d’aprés la proposition 36, donc dim C) < m). Or Z dim Cy = n car les sec sont supplémentaires.
AESP(A)
Et Z my = n car le polynéme caractéristique est de degré n et est supposé scindé. Donc VA € Sp(A4), dimCy = my. O
AESP(A)

REMARQUE 38 — Les sep Ey sont toujours en somme directe et les sec Cy sont toujours supplémentaires.
VA € Sp(A), Ex C Cx. La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, VA € Sp(A), E\ = C) si, et
seulement si, les sep sont supplémentaires.

EXERCICE 39 — Montrer que, si le polyndme caractéristique d’une matrice A € M,,(K) est scindé, alors
A est semblable a une matrice diagonale par blocs

mi mo my
LI B,

mQI LB,

mTI © B,

telle que :
— le nombre de blocs est le nombre r = card Sp(A) de valeurs propres distinctes Ay, -+ , A\ ;
— la taille de chaque bloc By, est la multiplicité my. de la valeur propre A ;

— chagque bloc By, est la somme de A\iLn, et d’une matrice nilpotente Ny,.
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ProOPOSITION 40
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et « un endomorphisme de E. Si u est diagonalisable et F’
est un sous-espace vectoriel stable par u, alors u|r est aussi diagonalisable.

Preuve — Il existe un polynéme P scindé a racines simples tel que P(u) = 0 car u est diagonalisable.
D’ou Vz € E, P(u)(z) =0g. DouVz € F, P(u)(x) =0g. D'ouVz € F, P(u|r)(z) =0p.

D’ol1 le polynéme P, scindé & racines simples, est un polynéme annulateur de u|p. Donc u|p est diagonalisable. O

EXERCICE 41 — Montrer qu’une matrice diagonale par blocs est diagonalisable si, et seulement si, chaque
bloc est diagonalisable.
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