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IV.7 Le théorème de Cayley & Hamilton . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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IV.1 (Ne pas) être diagonalisable

Définition 1
On dit qu’une matrice carrée A est diagonalisable si elle est semblable à une matrice diagonale, c’est-à-dire
s’il existe une matrice inversible P telle que P−1 ·A · P est diagonale.

Exercice 2 — 1. Soient les matrices

A =

0 1 2
1 0 2
0 0 3

 et B =

(
7 1
0 7

)
.

Montrer que la matrice A est diagonalisable et la diagonaliser. Montrer que la matrice B n’est pas
diagonalisable.

2. Montrer que, pour tout n ∈ N, An =

 1+(−1)n

2
1−(−1)n

2 −1 + 3n
1−(−1)n

2
1+(−1)n

2 −1 + 3n

0 0 3n

 .

3. Déterminer toutes les suites (un), (vn) et (wn) telles que, pour tout n ∈ N,


un+1 = vn + 2wn

vn+1 = un + 2wn

wn+1 = 3wn

.

4. Résoudre le système d’équations différentielles


x′(t) = y(t) + 2z(t)

y′(t) = x(t) + 2z(t)

z′(t) = 3z(t)

.

IV.2 Valeurs & vecteurs propres

Définition 3
Soient E un K−espace vectoriel et u : E → E un endomorphisme.

(i) On dit qu’un vecteur x ∈ E est un vecteur propre de u si x n’est pas nul et u(x) est colinéaire à x :
x ̸= 0E et ∃λ ∈ K, u(x) = λx.

(ii) On dit qu’un scalaire λ ∈ K est une valeur propre de u s’il existe un vecteur x ∈ E tel que x ̸= 0E
et u(x) = λx.

(iii) L’ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et est noté Sp(u).
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CHAPITRE IV. DIAGONALISATION & TRIGONALISATION

Soient n ∈ N∗ et une matrice carrée A ∈Mnn(K).

(i) On dit qu’un vecteur colonne X est un vecteur propre de A si X ̸= 0 et ∃λ ∈ K, A ·X = λX.

(ii) On dit qu’un scalaire λ est une valeur propre de A s’il existe un vecteur colonne X tel que
X ̸= 0 et A ·X = λX.

(iii) L’ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre de A et est noté Sp(A).

Soient un vecteur x ∈ E et un scalaire λ ∈ K : si x ̸= 0E et u(x) = λx, alors x est un vecteur propre et
λ est une valeur propre. On dit alors que x est un vecteur propre associé à la valeur propre λ.

Exemple 4 — Un spectre égal à R : l’ensemble C∞(R,R) des fonctions de R vers R infiniment dérivables
est un R−espace vectoriel de dimension infinie. La dérivation D : C∞(R,R)→ C∞(R,R), f 7→ f ′ est un
endomorphisme. Chaque réel λ est une valeur propre de D. En effet, la fonction

f : R→ R, x 7→ eλx

est de classe C∞, non nulle et sa dérivée est f ′ = λf. Cette fonction f est donc un vecteur propre de D,
associé à la valeur propre λ. Donc Sp(D) = R.

Un spectre vide : l’endomorphisme R[X]→ R[X], P (X) 7→ X · P (X) ne possède aucun vecteur propre (et
donc aucune valeur propre).

Si l’espace vectoriel E est de dimension finie n, alors on peut représenter, dans une base de E,
l’endomorphisme u par une matrice carrée A ∈ Mnn(K) et le vecteur x par une vecteur colonne
X ∈Mn1(K). De

u(x) = λx ⇐⇒ A ·X = λX,

on déduit que x est un vecteur propre de u si, et seulement si, X est un vecteur propre de A (avec la
même valeur propre).

Définition 5
Soient E un espace vectoriel de dimension finie n et u : E → E un endomorphisme.

On dit que l’endomorphisme u est diagonalisable s’il existe une base (ε1, · · · , εn) de E dont chaque
vecteur est un vecteur propre de u : ∀i ∈ J1, nK, u(εi) = λiεi.

A =


u(e1) u(e2) · · · u(en)

e1 a11 a12 . . . a1n
e2 a21 a22 . . . a2n
...

...
...

en an1 an2 . . . ann


P=

( ε1 · · · εn
e1...
en

:...
:...

)
−−−−−−−−−−−−−−−−→ P−1AP =



u(ε1) u(ε2) · · · u(εn)

ε1 λ1 0 · · · 0

ε2 0 λ2
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
εn 0 · · · 0 λn


Si la matrice A représente l’endomorphisme u dans une base B = (e1, · · · , en), alors : A est diagonalisable
si, et seulement si, u est diagonalisable.

IV.3 Le polynôme caractéristique

Proposition-Définition 6
Soit une matrice carrée A ∈Mnn(K). La fonction

K→ K, x 7→ det(xIn −A)
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IV.3. LE POLYNÔME CARACTÉRISTIQUE

est un polynôme noté χA et appelé le polynôme caractéristique de A :

∀x ∈ K, χA(x) = det(xIn −A) = xn − (trA)xn−1 + · · ·+ (−1)n detA.

Preuve — Les termes de degré n et n− 1 de χA(x) sont ceux du produit

(x− a1,1) . . . (x− an,n),

c’est-à-dire xn et −(a1,1 + · · ·+ an,n)xn−1. Enfin le terme constant du polynôme χA est

χA(0) = det(0In −A) = det(−A) = (−1)n detA.

Deux matrices semblables ont le même polynôme caractéristique.

Preuve — Soit A′ = P−1AP , où P ∈ GLn(K). Pour tout x ∈ K, xIn −A′ = xIn − P−1 ·A · P = P−1 · (xIn −A) · P ,

d’où χA′ (x) = det(xIn −A′) = det(xIn −A) = χA(x).

Autrement dit, le polynôme caractéristique d’une matrice est un invariant de similitude comme son
polynôme minimal (d’après l’exercice 31 du chapitre II) et son rang et aussi comme son déterminant et sa
trace (qui sont d’ailleurs des coefficients de ce polynôme d’après la proposition 6).

Si E est un K−espace vectoriel de dimension finie, alors on peut définir le polynôme caractéristique
d’un endomorphisme u par

χu(x) = det(x idE − u).

Si la matrice A représente l’endomorphisme u dans une base B, alors la matrice xIn − A représente
l’endomorphisme xidE − u dans la même base, donc χu = χA.

Le polynôme caractéristique d’une matrice sert à détecter ses valeurs propres :

Théorème 7 (Le polynôme caractéristique détecte les valeurs propres)
Soit une matrice carrée A ∈Mnn(K). Un scalaire λ ∈ K est une valeur propre de A si, et seulement si, λ
est une racine du polynôme caractéristique χA ∈ K[X] :

λ ∈ Sp(A) ⇐⇒ det(λIn −A) = 0.

Autrement dit : si E est un K−espace vectoriel de dimension finie et u : E → E un endomorphisme,
alors

∀λ ∈ K, λ ∈ Sp(u) ⇐⇒ det(λidE − u) = 0.

Preuve — λ ∈ K est une valeur propre de A si, et seulement si, il existe un vecteur colonne X ̸= 0 tel que A ·X = λX. Or

∃X ̸= 0, A ·X = λX ⇐⇒ ∃X ̸= 0, (A ·X − λX) = 0

⇐⇒ ∃X ̸= 0, (A− λIn) ·X = 0

⇐⇒ l’endomorphisme λidE − u n’est pas injectif

⇐⇒ l’endomorphisme λidE − u n’est pas bijectif

⇐⇒ la matrice λIn −A n’est pas inversible

⇐⇒ det(λIn −A) = 0

Exercice 8 —

1. Montrer que la matrice C =

1 0 0
0 0 −1
0 1 0

 est diagonalisable dans C mais pas dans R.

2. Proposer, pour chaque n ∈ N∗, une matrice de Mn(R) qui n’est diagonalisable ni dans R ni dans C.
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CHAPITRE IV. DIAGONALISATION & TRIGONALISATION

Remarque 9 (réel ou complexe) — Si les coefficients d’une matrice carrée A = (aij), de taille n× n,
sont tous réels, c’est-à-dire ∀i ∈ J1, nK, ∀jJ1, nK, aij = aij, alors :

1. on peut décider que K = R, la matrice A appartient alors àMn,n(R), ses valeurs propres sont réelles
(Sp(A) ⊂ R) et son spectre est parfois noté SpR(A) ;

2. on peut aussi décider que K = C, la matrice A appartient alors à Mn,n(C), ses valeurs propres sont
complexes (Sp(A) ⊂ C) et son spectre est parfois noté SpC(A) ;

3. SpR(A) = SpC(A) ∩ R ;

4. ∀λ ∈ C, λ ∈ SpC(A) =⇒ λ ∈ SpC(A).

Autrement dit : le spectre d’une matrice à coefficients réels est stable par conjugaison complexe.

Preuve — Si λ ∈ C est une valeur propre de A, alors il existe un vecteur colonne X = (xj) ∈M1,n(C) non nul tel

que AX = λX. D’où D̄X̄ = λ̄X̄, en notant Ā =
(
dij

)
et X̄ = (xj). Or Ā = A car tous les coefficients de la matrice

A sont réels. D’où AX̄ = λ̄X̄. Donc λ̄ est une valeur propre de A.

Proposition 10
Soit une matrice carrée A ∈Mnn(K).

1. Le spectre de A contient au plus n valeurs propres distinctes deux à deux.

2. Pour chaque valeur propre λ ∈ Sp(A), on note mλ la multiplicité de la racine λ dans le polynôme
caractéristique χA. Si le polynôme caractéristique est scindé, alors

trA =
∑

λ∈Sp(A)

mλ · λ et detA =
∏

λ∈Sp(A)

λmλ .

3. La matrice A et sa transposée ont le même polynôme caractéristique : χAT = χA, donc le même
spectre : Sp(A) = Sp(AT ).

Preuve —

1. Les valeurs propres de la matrice A sont les racines du polynôme caractéristique χA. Le nombre de racines d’un
polynôme est inférieur ou égal à son degré. Or le degré du polynôme caractéristique est n.

2. Si le polynôme caractéristique est scindé, alors il est de la forme :

χA(x) = (x− λ1)× · · · × (x− λn) = xn − (λ1 + · · ·+ λn)x
n−1 + · · ·+ (−λ1)× · · · × (−λn).

Or χA(x) = det(xIn −A) = xn − (trA)xn−1 + · · ·+ (−1)n detA.

3. Soit B = xIn −A. On sait que : det
(
BT
)
= detB. Or BT = (xIn −A)T = xIn −AT . Donc χAT = χA.

IV.4 Les sous-espaces propres

Définition 11
Soient E un espace vectoriel, u : E → E un endomorphisme et λ une valeur propre de u. Le sous-espace
vectoriel Ker (λidE − u) est appelé le sous-espace propre de u associé à la valeur propre λ et est
noté Eλ(u).

Le sous-espace propre Ker (λidE − u) est bien un sous-espace vectoriel de E (car c’est un noyau). Il
contient tous les vecteurs x ∈ E tels que u(x) = λx, c’est-à-dire :

— le vecteur nul 0E ;

— les vecteurs propres de u associés à la valeur propre λ.

Exercice 12 — Déterminer les sous-espaces propres des matrices B =

(
7 1
0 7

)
et D =

1 0 0
0 0 1
0 1 0

.
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IV.4. LES SOUS-ESPACES PROPRES

Remarque 13 (La valeur propre 0) — Soient E un espace vectoriel et u : E → E un endomorphisme.

1. Si 0 est une valeur propre de u, alors le sep associé à la valeur propre 0 :

— est le noyau de u : Ker (0idE − u) = Keru ;

— contient un vecteur non nul, donc l’endomorphisme u n’est pas injectif.

2. Si 0 n’est pas une valeur propre de u, alors ∀x ̸= 0E , u(x) ̸= 0x, d’où ∀x ̸= 0E , u(x) ̸= 0E, donc u
est injectif.

3. On a donc montré que :

u est injectif ⇐⇒ 0 n’est pas une valeur propre de u.

4. En particulier, si l’espace vectoriel E est de dimension finie, alors : u est bijectif ⇐⇒ 0 /∈ Sp(u).
Autrement dit :

une matrice carrée A est inversible ⇐⇒ 0 /∈ Sp(A).

Exercice 14 — Soit u : E → E un endomorphisme bijectif. Comparer les spectres de u et de u−1, les
sous-espaces propres de u et de u−1.

Le polynôme caractéristique d’une matrice nous renseigne non seulement sur les valeurs propres mais
aussi sur les dimensions des sous-espaces propres :

Proposition 15 (encadrement des dimensions des sep)
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u : E → E un endomorphisme :

∀λ ∈ Sp(u), 1 ≤ dimKer (λidE − u) ≤ mλ

où mλ est la multiplicité de la racine λ dans le polynôme caractéristique.

Preuve — Soient d la dimension et (ε1, · · · , εd) une base du sous-espace propre Ker(λidE − u).

λ est une valeur propre, d’où il existe un vecteur x ̸= 0E dans ce sous-espace propre, donc d ≥ 1.

On complète la base du sous-espace propre en une base B = (ε1, · · · , εd, ed+1, · · · , en) de l’espace vectoriel E. La matrice
de u dans cette base B est de la forme

A =


d←→ n−d←→

λ . . .
λ
∗

0 ∗


et son polynôme caractéristique s’écrit χA(x) = (x− λ)d ·Q(x), où Q est un polynôme de degré n− d. Donc d ≤ mλ.

Proposition 16
Soient E un espace vectoriel et u : E → E un endomorphisme.

Si des valeurs propres sont distinctes deux à deux, alors les vecteurs propres associés sont libres.

Autrement dit : les sous-espaces propres sont en somme directe.

Preuve — Soient ε1, · · · , εr des vecteurs propres de u associés à des valeurs propres λ1, · · · , λr distinctes deux à deux.

Par récurrence sur r :

* si r = 1, la famille (ε1) est libre car ε1 ̸= 0E (un vecteur propre n’est jamais nul, par définition).

** supposons la famille (ε1, · · · , εr−1) libre. On veut montrer que :

α1ε1 + · · ·+ αr−1εr−1 + αrεr = 0E =⇒ α1 = · · · = αr−1 = αr = 0.

Si α1ε1 + · · ·+ αr−1εr−1 + αrεr = 0E (L1)
alors u(α1ε1 + · · ·+ αp−1εp−1 + αrεr) = u(0E)
d’où α1λ1ε1 + · · ·+ αr−1λr−1εr−1 + αrλrεr = 0E (L2)
d’où α1(λ1 − λr)ε1 + · · ·+ αr−1(λr−1 − λr)εr−1 = 0E (L2 − λrL1).

Or la famille (ε1, · · · , εr−1) est libre, d’où α1(λ1 − λr) = · · · = αr−1(λr−1 − λr) = 0.

Or les valeurs propres sont distinctes deux à deux, d’où α1 = · · · = αr−1 = 0.

Mais alors, d’après (L1), on a aussi αr = 0.

33



CHAPITRE IV. DIAGONALISATION & TRIGONALISATION

*** Par récurrence, la propriété est vraie pour tout r ∈ N∗.

Voici une autre preuve qui utilise le lemme II.35 des noyaux : si λ1, · · · , λr sont des valeurs propres de u deux

à deux distinctes, alors les polynômes P1 = λ1 − X, · · · , Pr = λr − X sont deux à deux premiers entre eux, d’où

Ker (P1(u) ◦ · · · ◦ Pr(u)) = KerP1(u)⊕ · · · ⊕ Pr(u). Cette somme est directe et c’est la somme des sep.

Exercice 17 — Soient r réels λ1, · · · , λr distincts deux à deux. Montrer que

si ∀x ∈ R, α1e
λ1x + · · ·+ αre

λrx = 0,

alors α1 = · · · = αr = 0

en utilisant la proposition précédente (voir deux autres méthodes dans le TD no 2).

IV.5 Critères de diagonalisabilité

Proposition 18 (une condition suffisante pour qu’une matrice soit diagonalisable)
Soient n ≥ 2 et une matrice A ∈Mn,n(K) :

A possède n valeurs propres distinctes deux à deux =⇒
⇍=

A est diagonalisable.

Preuve — Si A possède n valeurs propres distinctes deux à deux, alors il existe n vecteurs propres associés et ils sont libres.

Or une famille libre de n vecteurs est une base de Kn. Donc A est diagonalisable. La réciproque est fausse car la matrice In

est diagonalisable (elle est diagonale). Or Sp(In) = {1}.

Théorème 19 (conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une matrice soit diagonalisable)
Soient un espace vectoriel E de dimension finie et u : E → E un endomorphisme.

u est diagonalisable ⇐⇒ E =
⊕

λ∈Sp(u)

Ker (λidE − u)

⇐⇒ dimE =
∑

λ∈Sp(u)

dimKer (λidE − u)

⇐⇒ χu est scindé et ∀λ ∈ Sp(u), dimKer (λidE − u) = mλ

Preuve —

* Si u est diagonalisable, alors il existe une base de E, formée de vecteurs propres de u. D’où les se sont supplémentaires.
Réciproquement : si la somme directe des sep est égale à E, alors il existe une base de E adaptée à cette somme
directe. Cette base est formée de vecteurs propres de u, donc u est diagonalisable.

** On sait déjà que la somme des sep est directe grâce à la proposition 16. D’où :

E =
⊕

λ∈Sp(u)

Ker (λidE − u) ⇐⇒ dimE =
∑

λ∈Sp(u)

dimKer (λidE − u).

*** D’une part
∑

λ∈Sp(u)

mλ ≤ degχu = dimE et d’autre part (proposition 15) ∀λ ∈ Sp(u), dimKer (λidE − u) ≤ mλ, d’où

dimE =
∑

λ∈Sp(u)

dimKer (λidE − u) si, et seulement si,
∑

λ∈Sp(u)

mλ = dimE et ∀λ ∈ Sp(u), dimKer (λidE − u) = mλ.

Or
∑

λ∈Sp(u)

mλ = dimE si, et seulement si, χu est scindé.
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IV.6. TRIGONALISATION

Exercice 20 — La matrice E =

7 0 1
0 3 0
0 0 7

 est-elle diagonalisable ?

IV.6 Trigonalisation

Définition 21
On dit qu’une matrice A ∈ Mnn(K) est trigonalisable s’il existe un matrice inversible P telle que P−1AP
est triangulaire :

P−1AP =


λ1 ∗ · · · ∗
0 λ2

. . .
...

...
. . .

. . . ∗
0 · · · 0 λn

 .

Soient un espace vectoriel E de dimension finie et un endomorphisme u ∈ L(E). On dit que u est
trigonalisable s’il existe une base B = (ε1, · · · , εn) de E telle que MatB(u) est triangulaire.

Remarque 22 — 1. Dans la définition, on peut choisir une matrice triangulaire inférieure au lieu de
supérieure. Il suffit de remplacer la base (ε1, · · · , εn) par la base (εn, · · · , ε1), c’est-à-dire d’inverser
l’ordre des vecteurs, autrement dit d’inverser l’ordre des colonnes de P .

2. Si A est trigonalisable, alors les scalaires λi ∈ K sur la diagonale sont des valeurs propres de A car
le polynôme caractéristique de A est (X − λ1) · · · (X − λn). (C’est un déterminant triangulaire.)

Théorème 23
Une matrice A ∈ Mnn(K) est trigonalisable si, et seulement si, son polynôme caractéristique χA est scindé
sur K.

Preuve — On démontre la propriété par récurrence sur la taille n de la matrice :

— Si n = 1, alors la matrice A = (a11) est déjà triangulaire.

— Supposons que la propriété est vraie pour toutes les matrices de taille (n− 1)× (n− 1).

La matrice A représente un endomorphisme u d’un K−espace vectoriel E, dans une base B = (e1, e2, · · · , en). Le
polynôme caractéristique PA possède au moins une racine λ1 ∈ K car il est scindé. Soit ε1 ∈ E un vecteur propre de
u, associé à cette valeur propre λ1. On complète pour obtenir une base C = (ε1, e′2, · · · , e′n) de E. Dans cette base, la
matrice de u est de la forme

A′ = Q−1AQ =


λ1 ∗ · · · ∗
0
... B
0

 ,

où Q est la matrice de passage de B vers C. Le bloc B est une matrice de taille (n− 1)× (n− 1) et son polynôme
caractéristique est aussi scindé car PA(X) = PA′ (X) = (X − λ1)PB(X) est scindé. D’où B est trigonalisable : il existe
R ∈ GLn−1(K) telle que la matrice R−1BR est triangulaire. La matrice

S =


1 0 · · · 0
0
... R
0

 est inversible et S−1 =


1 0 · · · 0
0
... R−1

0

 .

D’où

S−1A′S =


λ1 ∗ · · · ∗
0
... R−1BR
0


est triangulaire. Soit P = QS : la matrice P−1AP est triangulaire.
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CHAPITRE IV. DIAGONALISATION & TRIGONALISATION

Corollaire 24
Toute matrice deMnn(C) est trigonalisable

Preuve — Soit A ∈Mnn(C). Le polynôme caractéristique de A appartient à C[X]. Or tout polynôme de C[X] est scindé,

d’après le théorème de D’Alembert-Gauss. Donc A est trigonalisable.

Exercice 25 — Soit une matrice carrée A ∈Mnn(K). Montrer qu’il y a équivalence entre :

(i) la matrice A est nilpotente ;

(ii) le polynôme caractéristique de A est χA(X) = Xn ;

(iii) la matrice A est trigonalisable, avec seulement des zéros sur la diagonale.

IV.7 Le théorème de Cayley & Hamilton

Théorème 26 (de Cayley & Hamilton)
Le polynôme caractéristique d’une matrice A ∈Mnn(K) est un polynôme annulateur de cette matrice :

χA(A) = 0.

Preuve — La matrice A représente, dans une base d’un K − ev E de dimension n, un endomorphisme u. Le polynôme
caractéristique de u est aussi le polynôme caractéristique de A et on veut montrer que χu(u) = 0L(E), autrement dit :

∀x ∈ E, χ
u(u)(x) = 0E .

Soit x un vecteur non nul de E. La famille (x, u(x), · · · , un(x)) est liée car elle contient n+ 1 vecteurs d’un ev E de
dimension n. D’où il existe un plus grand entier p ∈ N∗ tel que la famille (x, u(x), · · · , up(x)) est libre. Et cet entier p est
strictement inférieur à n.

Il existe donc p+ 2 scalaires α0, α1, · · · , αp+1 de K, non tous nuls, tels que

α0x+ α1u(x) + · · ·+ αpu
p(x) + αp+1u

p+1(x) = 0E .

De plus αp+1 ̸= 0, sinon la famille (x, u(x), · · · , up(x)) serait liée. D’où, en divisant par αp+1 : il existe p+ 1 scalaires a0, a1,
· · · , ap de K tels que

a0x+ a1u(x) + · · · apup(x) + up+1(x) = 0E .

Soit F le sev de E engendré par la famille B = (x, u(x), · · · , up(x)). Ce sev F est stable par u. La famille de vecteurs B
est une base de F et la matrice de la restriction u |F dans cette base est

A11 =



0 · · · · · · · · · 0 −a0

1
. . .

... −a1

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
0 · · · 0 1 0 −ap−1

0 · · · 0 0 1 −ap


.

C’est la matrice compagnon (voir T.D.) du polynôme Q(X) = Xp+1 +apXp + · · ·+a1X+a0, d’où det(λIp+1−A11) = Q(λ).

Si on complète la base B de F en une base C de E, alors

MatC(u) =


p+1←→

p+1

xy A11

... A12
· · · · · · · · · · · ·

0
... A22


est une matrice triangulaire par blocs. D’où le polynôme caractéristique de u est

χu(λ) = det(λIdE − u) = det(λIp+1 −A11) · det(λIn−p−1 −A22) = Q(λ) · det(λIn−p−1 −A22).

Or Q(u)(x) = 0E , d’après la dernière colonne de la matrice A11. Donc χu(u)(x) = 0E .

Ceci est valable pour tout vecteur x non nul de E. Et aussi pour le vecteur nul car χu(u)(0E) = 0E .

D’où : ∀x ∈ E, χu(u)(x) = 0E . Donc χu(u) = 0L(E).
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IV.8. POLYNÔMES ANNULATEURS

Corollaire 27
Le polynôme minimal divise le polynôme caractéristique.

Exercice 28 — Déterminer le polynôme minimal de la matrice E de l’exercice 20.

IV.8 Polynômes annulateurs

Si x ∈ E est un vecteur propre de u ∈ L(E), associé à la valeur propre λ ∈ K, alors :

u(x) = λx =⇒ ∀k ∈ N, uk(x) = λkx

=⇒ ∀P ∈ K[X], P (u)(x) = P (λ)x.

D’où le même vecteur x est un vecteur propre de P (u), associé à la valeur propre P (λ).

Proposition 29
Soit P ∈ K[X] un polynôme annulateur de u ∈ L(E). Si λ est une valeur propre de u, alors λ est une racine
de P :

∀λ ∈ K, λ ∈ Sp(u) =⇒
⇍=

P (λ) = 0.

Autrement dit : le spectre est inclus dans l’ensemble des racines.

Preuve — Si ∃x ̸= 0E , u(x) = λx, alors P (u)(x) = P (λ)x . Or P (u) = 0. D’où P (u)(x) = 0E . Donc P (λ) = 0 car x ̸= 0E .

La réciproque est fausse, voici un contre-exemple : le polynôme (X − 1)(X − 7) est un polynôme annulateur de la matrice

identité In mais 7 n’est pas une valeur propre de In.

Dans le cas du polynôme minimal, cette inclusion est même une égalité :

Proposition 30
Le spectre de u est égal à l’ensemble des racines du polynôme minimal (qui a donc les mêmes racines que le
polynôme caractéristique).

Preuve — Le polynôme µu est annulateur de u, d’où les valeurs propres de u sont des racines de µu. Réciproquement : si α
est une racine de µu, alors on peut écrire µu(X) = (X − α) ·N(X). Par minimalité, l’endomorphisme N(u) est non nul. Il
existe donc un vecteur z ∈ E tel que x = N(u)(z) ̸= 0E . Or

(u− αidE)(x) = (u− αidE) ◦N(u)(z) = µu(u)(z) = 0.

Donc α est une valeur propre de u.

Voici une seconde preuve qui utilise le théorème de Cayley & Hamilton : le spectre de u est inclus dans l’ensemble

des racines de µu car le polynôme minimal est annulateur de u. Réciproquement, le polynôme minimal divise le polynôme

caractéristique d’après le corollaire 27, d’où l’ensemble des racines de µu est inclus dans l’ensemble des racines de χu,

c’est-à-dire dans le spectre de u.

Théorème 31
Une matrice A est :

(i) trigonalisable si, et seulement si, elle possède un polynôme annulateur scindé ;

(ii) diagonalisable si, et seulement si, elle possède un polynôme annulateur scindé à racines simples ;

(iii) diagonalisable si, et seulement si, le polynôme
∏

λ∈SpA

(X − λ) est annulateur de la matrice A.
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CHAPITRE IV. DIAGONALISATION & TRIGONALISATION

Preuve —

(i) Si A est trigonalisable, alors le polynôme caractéristique de A est scindé d’après le théorème 23. Or le polynôme
caractéristique est aussi annulateur de A d’après le théorème de Cayley & Hamilton. Donc la matrice A possède un
polynôme annulateur scindé.

Réciproquement : si A possède un polynôme annulateur P scindé, alors le polynôme minimal µA est aussi scindé car
il divise P . D’où le polynôme caractéristique est aussi scindé car il a les mêmes racines que le polynôme minimal,
dans C et dans K. Donc A est trigonalisable d’après le théorème 23.

(ii) et (iii) Si un polynôme Q = (X − µ1) · · · (X − µs) scindé à racines simples est annulateur de u, alors (lemme des noyaux)

E =
s
⊕

k=1
Ker (µkidE − u)

car les polynômes X−µk sont premiers entre eux deux à deux. Pour chaque k ∈ J1, sK, ou bien Ker (µkIdE−u) = {0E},
ou bien µk est une valeur propre de u. Soit I = {k ∈ J1, sK | µk ∈ Sp(u)}. Alors E = ⊕

k∈I
Ker (µkIdE − u) =

⊕
λ∈Sp(u)

Ker (λidE − u). Donc u est diagonalisable.

Réciproquement : si u est diagonalisable, alors E =
r
⊕

k=1
Ker (λkidE − u), en notant λ1, · · · , λr les valeurs propres

de u. D’où tout vecteur x ∈ E s’écrit x = x1 + · · · + xr, chaque vecteur xk étant un vecteur propre associé à la
valeur propre λk. Donc le polynôme P = (X − λ1) · · · (X − λr) est un polynôme annulateur de u car P (u)(x) =
r∑

k=1

(u− λ1idE) ◦ · · · ◦ (u− λridE)(xk) et chaque terme de la somme est nul car ∀k ∈ J1, rK, u(xk) = λkxk.

Exercice 32 — Soient n ≥ 2. Montrer que la matrice

J =



0 1 . . . . . . 1

1 0
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 1
1 . . . . . . 1 0


∈Mnn(K).

est diagonalisable, déterminer son spectre et ses sous-espaces propres.

IV.9 Stabilité

Proposition 33
Soient un espace vectoriel E, un endomorphisme u : E → E et un vecteur a ∈ E non nul.

La droite Vect(a) est stable par u si, et seulement si, a est un vecteur propre de u.

Preuve — Si la droite Vect(a) est stable par u, alors u(a) ∈ Vect(a), d’où ∃λ ∈ K, u(a) = λa. Or a ̸= 0E . Donc a est un
vecteur propre.

Si a est un vecteur propre, alors ∃λ ∈ K, u(a) = λa. Chaque vecteur x de la droite Vect(a) s’écrit αa, où α ∈ K. D’où

u(x) = u(αa) = αu(a) = αλa appartient aussi à Vect(a). Donc Vect(a) est stable par u.

Exercice 34 — Soient E un R−espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Montrer
qu’il existe au moins une droite ou un plan stable par u.

Proposition 35
Soient u : E → E et v : E → E deux endomorphismes d’un espace vectoriel E. Si u et v commutent
(u ◦ v = v ◦ u), alors les sous-espaces propres de u sont stables par v.

Preuve — Si λ est une valeur propre de u, alors le noyau de l’endomorphisme u′ = λidE − u est le sous-espace propre de u

associé à la valeur propre λ. Or u′ commute avec v, donc Keru′ est stable par v, d’après la proposition II.16.

En particulier, les sous-espaces propres de u sont stables par u. Pour chaque λ ∈ Sp(u), la restriction
de u au sous-espace propre F = Ker(λidE − u) est l’homothétie u|F = λidF .
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IV.9. STABILITÉ

Proposition 36
Soient un espace vectoriel E de dimension finie, un endomorphisme u : E → E et un sous-espace
vectoriel F stable par u. Le polynôme caractéristique Pu|F de l’endomorphisme induit u|F divise le polynôme
caractéristique χu de u.

Preuve — Soit G un supplémentaire de F . Dans une base adaptée à la somme directe E = F ⊕G, la matrice A de u est
triangulaire par blocs :

A =


d1←→ d2←→

d1

xy A11

... A12· · · · · · · · · · · ·

d2

xy 0
... A22

.

Son polynôme caractéristique est donc PA(x) = det(xId1+d2 − A) = det(xId1 − A11)× det(xId2 − A22). Or PA(x) = Pu(x)

et det(xId1 −A11) = Pu|F (x).

Proposition-Définition 37
Si le polynôme caractéristique d’une matrice A ∈Mn(K) est scindé, alors :

— le sous-espace caractéristique de A associé à chaque valeur propre λ est Cλ = Ker (λIn −A)
mλ ,

où mλ est la multiplicité de la racine λ dans le polynôme caractéristique ;

— les sous-espaces caractéristiques sont supplémentaires, stables par A et de dimensions dimCλ = mλ.

Preuve — Soit u l’endomorphisme représenté, dans une base d’un ev E, par la matrice A. Le polynôme caractéristique de

A étant scindé, χu =
∏

λ∈Sp(u)

(X − λ)mλ . Le polynôme χu étant annulateur de u, E = ⊕
λ∈Sp(u)

Ker (λid− u)mλ d’après le

lemme des noyaux. Les sec sont donc supplémentaires.

Les matrices A et (λIn −A)mλ commutent, d’où le noyau Cλ de (λid− u)mλ est stable par u, d’après la proposition II.16.

De plus, l’endomorphisme induit (u − λid)|Cλ
est nilpotent car ∀x ∈ Cλ, (u − λid)mλ(x) = 0E . D’où son polynôme

caractéristique est XdimCλ d’après l’exercice 25. Par suite, le polynôme caractéristique de u|Cλ
est (X − λ)dimCλ car,

pour tout x ∈ K, det
(
xidCλ

− u|Cλ

)
= det

(
(x− λ)idCλ

− (u− λid)|Cλ

)
. Et ce polynôme caractéristique divise le polynôme

caractéristique de u d’après la proposition 36, donc dimCλ ≤ mλ. Or
∑

λ∈Sp(A)

dimCλ = n car les sec sont supplémentaires.

Et
∑

λ∈Sp(A)

mλ = n car le polynôme caractéristique est de degré n et est supposé scindé. Donc ∀λ ∈ Sp(A), dimCλ = mλ.

Remarque 38 — Les sep Eλ sont toujours en somme directe et les sec Cλ sont toujours supplémentaires.
∀λ ∈ Sp(A), Eλ ⊂ Cλ. La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, ∀λ ∈ Sp(A), Eλ = Cλ si, et
seulement si, les sep sont supplémentaires.

Exercice 39 — Montrer que, si le polynôme caractéristique d’une matrice A ∈Mn(K) est scindé, alors
A est semblable à une matrice diagonale par blocs



m1←→ m2←→ · · · mr←→
m1

xy B1

...

· · · · · · · · · · · · 0
m2

xy ... B2

...
· · · · · ·

...
. . .

0 · · · · · ·
mr

xy ... Br


telle que :

— le nombre de blocs est le nombre r = card Sp(A) de valeurs propres distinctes λ1, · · · , λr ;

— la taille de chaque bloc Bk est la multiplicité mk de la valeur propre λk ;

— chaque bloc Bk est la somme de λkImk
et d’une matrice nilpotente Nk.
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CHAPITRE IV. DIAGONALISATION & TRIGONALISATION

Proposition 40
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. Si u est diagonalisable et F
est un sous-espace vectoriel stable par u, alors u|F est aussi diagonalisable.

Preuve — Il existe un polynôme P scindé à racines simples tel que P (u) = 0 car u est diagonalisable.

D’où ∀x ∈ E, P (u)(x) = 0E . D’où ∀x ∈ F, P (u)(x) = 0E . D’où ∀x ∈ F, P (u|F )(x) = 0F .

D’où le polynôme P , scindé à racines simples, est un polynôme annulateur de u|F . Donc u|F est diagonalisable.

Exercice 41 — Montrer qu’une matrice diagonale par blocs est diagonalisable si, et seulement si, chaque
bloc est diagonalisable.
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