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Exercice 1. Soit f ’endomorphisme de R3 dont la matrice dans une base (ey, ez, e3) est donnée par

1 1 -1

M=|-3 -3 3

-2 =2 2
1. Déterminer une base de Kerf et de Imf.
2. Noyau et image sont-ils supplémentaires ?

3. Déterminer une matrice inversible P telle que

0 0 0

P'MP=(1 0 0

0 0

1. Soit (z,y,2) € R3:
T +y —z = 0 T —1 1
el + yea + zez € Ker f <—> -3z -3y 43z = 0 <= z=-y+z <<= |(y]| =y 1 |+=2[|0
-2z -2y +2z = 0 z 0 1
N—— ——
u v
Donc u = —ej1 + ez et v = e1 + e3 forment une base de Ker f.

Soit (e1,e2,e3) la base canonique de R3. Le sev Im f est engendré par les vecteurs f(e1) = e; — 3ea — 2es3, f(e2) =
e1 — 3e2 — 2e3 et f(e3) = e; — 3ea — 2e3. On libére cette famille pour obtenir une base de Im f. Or ces trois vecteurs sont
colinéaires. Donc (e; — 3ez — 2e3) est une base de Im(f).

2. Le vecteur e; — 3e2 — 2e3 appartient au noyau et & 'image de f, d’ott Im f N Ker f # {Og3 }, donc Im f et Ker f ne sont
pas en somme directe, et donc pas supplémentaires.

0o 0 0
3. ANALYSE — Soient la matrice M’ = |1 0 0| et une base C = (e1,¢2,e3) de R3 :
0o 0 0
fle1) =e2
eo € Im f N Ker
fle=M' < < f(e2) =0 = 2 ! I
e3 € Ker f
fles) =0

SYNTHESE — La question 2 nous renseigne sur Im f N Ker f. On pose :
® c9 =e1 — 3ea — 2e3 qui est bien dans Im f N Ker f;
e c1 = e1 qui est bien un antécédent de 2 d’aprés la premiére colonne de la matrice M ;

e c£3 = eg + e3 qui est bien dans Ker f.

1 1 0
SiP=|0 -3 1]/, alors:
0o -2 1

e P est inversible car det P # 0;
e P"IMP = M'car f(e1) = €2, f(e2) =0 et f(e3) = 0.



Exercice 2. Soit K =R ou C.

1.
2.

Montrer que 'endomorphisme f : K[X] — K[X], P — P’ + P est bijectif.
Déterminer le noyau de 'endomorphisme ¢ : K[X]| — K[X], P(X)+— X - [P(X) — P(X —1)]. L’endo-
morphisme ¢ est-il injectif 7 surjectif ?

. Soit n € N. Montrer que K, [X] est stable par f. Ecrire la matrice, dans la base canonique de K, [X], de

l’endomorphisme induit par f sur K, [X] .

4. Méme question pour ¢.
1. (L’application f est un endomorphisme mais I’ev K[X] étant de dimension infinie, ne pas écrire que injective <=
surjective <= bijective.)
e Premiere méthode :
Soit P € K[X]: P € Kerf = f(P)=0 = P'=—P — P =0 car, par 'absurde : si P # 0, alors deg P’ < deg P,
or P/ = —P. C’est absurde. D’ott Kerf C {OK[X]}, donc I’endomorphisme f est injectif.
Soient deux polynémes P =ag +a1X + -+ anX" et Q =>7_, b Xk
bo = ag + a1
b1 = a1 + 2a2
Q=f(P)=
bp—1 = an—1 +nan
bn = an
Et, en remontant le systéme, on trouve une solution (ag, - ,an). Pour tout polynéme @, ’équation f(P) = @Q admet une
solution P, donc la fonction f est surjective.
e Deuxiéme méthode :
ANALYSE — Soit @ est un polynéme de degré n € N. Si Q = f(P), alors P + P’ = Q et, en dérivant : P/ + P" = @Q’,
P+ PG =Q", ..., P 4 p(rtl) = Q) ot P(n+1) 4 p(42) = car Q" 1) = 0. D’ott (télescope) : (P + P') — (P’ +
P") + (P// + P(B)) 4 (71)77,(1:)(77,) + P(n+1)) _ (71)77.(P(n+1) + P(n+2)) — Q _ Q/ + Q" R (71)nQ(n)' Dot
P=Q-Q +Q"+ -+ (—1)"Q). D’ou l'unicité du polynéme P et, donc, 'endomorphisme f est injectif.
SYNTHESE — Soit P = Q — Q'+ Q" +--- + (=1)"Q(™). On vérifie que Q = f(P). D’oir I'existence du polynéme P et, donc,
I’endomorphisme f est surjectif.
2. Soit P(X) un polynéme : si P(X) € Ker(yp), alors X - [P(X) — P(X — 1)] est le polynéme nul, d’ott P(X) — P(X — 1) est
le polynéme nul, d’ou P(z) = P(0) pour tout = € Z, d’ou P(z) — P(0) = 0 pour tout x € Z, d’ou le polynéme P(X) — P(0)
a une infinité de racines, d’ott P(X) — P(0) est le polynéme nul, donc P(X) est constant.
Réciproquement : si P(X) est constant, alors P(X) € Ker(yp).
Donc le noyau de ¢ est ’ensemble Vect(1) des polynémes constants.
Le noyau de ¢ n’est pas {0}, donc ¢ n’est pas injective. D’autre part, par définition de ¢, tout polynéme de Im(y) est
divisible par X pour tout P, d’ou le polynéme 1 n’appartient pas a I'image de ¢, donc ¢ n’est pas surjective.
3. f(X%) = XO et, pour tout k € [1,n], f(X*) = kX*k~1 + X* appartiennent au sev K, [X] qui est donc stable par f. Dans
la base (1, X,---,X") de K,[X], la matrice A de f :
1 1 0
0 1 2
A=
1 n
0 1
Ny
4. Soit keN: p(XF) =X [XF (X =D} =X - [ Xk -} (P) (—1)*7PXP|, d’olt ¢(X°) = 0 et, pour tout k € N*,

p=0

k—1 k
ky — _pyk-ptr (K p+1 —1)k-p k P
o(X*) ;:O( 1) (p)x pzz:l( 1) (p_1> XP,

Par suite, pour tout k € [0,n], ¢(X*) € K, [X]. Donc K, [X] est stable par ¢.
D’apreés le calcul de ¢(X*), la matrice M de f dans la base canonique (1, X,---, X™) de K,[X] s’écrit

0
*



Exercice 3. Soit xy un réel. On considere 'application linéaire :
[ Re[X] — R3
+1
P — (/ P(t) dt7P(ac0),P(—x0)) .
-1

1. Ecrire la matrice, dans les bases canoniques, de I'application linéaire f.

2. Quelles sont les trois valeurs de o pour lesquelles 'application f n’est pas injective 7
Déterminer, pour chacune de ces valeurs, une base du noyau de f.

3. Pour quelles valeurs de zy 'application f est-elle bijective ?
Calculer alors f~*(a,b,c) pour chaque (a,b,c) € R3.

2 0 2/3
1. M=|1 xQ :):§
1 -z zf

2. det M = 4xg (a:g — % .
dimR2[X] = dimR3, d’ou1 : f est injective ssi f est bijective.

’ injecti i = i 1 1
f n’est pas injective ssi det M = 0, ssi zg € { \/5,0, +\/§}.

Soit P=a+ BX + X2 :

« 0
=0
—sizg=0,alors PeKerf <— M |B| =(0] = {a 0 <= P = X. D’ou le polynéme X forme une base
v 0 7=
de Kerf.
« 0 B=0
—sixzg = :I:i37 alors Pe Kerf < M || = (0] <= { 3 <= P = a—3aX?. D’ou le polynéme
v 0 V= Toa

1 — 3X? forme une base de Kerf.
3. L’application f est bijective ssi det f # 0, ssi zg € R\ {—%, 0, +%} Alors

«a a
fla+BX +4X2) =(a,b,c) <= M|[(8] =10
¥ c
az?—Ltv—1Lc
= at+zf+aiy=b <= B=5=
=08 + oy = ¢ =R
Donc 5 1 L
axfi —zb—35c  b— —b—
fﬁl(avbvc)_ 013 23 + CX+ al QC ?
2(3 — =) 2z 2(3 — =)

Exercice 4 (Matrices carrées de rang 1). Soit A une matrice carrée telle que rg(A4) = 1.
1. En se placant dans une base adaptée, montrer que A% = tr(A) - A.

2. Montrer qu'’il existe deux vecteurs colonnes U et V non nuls tels que : A = U - V. Redémontrer ainsi le
résultat de la question précédente. En utilisant les vecteurs colonnes U et V', déterminer une base de
Im(A) et une équation de I'hyperplan Ker(A).

1. La matrice A (de taille n X n) représente, dans la base canonique B de R™, un endomorphisme f. Le rang de f est égal &
rg A = 1. D’apres le théoréeme du rang, la dimension du noyau Ker f est donc n — 1. On peut construire une nouvelle base
B’ de R™ en complétant une base (g1, ,en—1) de Ker f avec un vecteur €,. Dans cette nouvelle base, la matrice A’ de
f est de la forme :

o -+ 0 =
A =
0 0 =
0 0 A



ou les * sont des réels et A aussi est un réel, égal & tr(A’). On calcule le carré de la matrice A’ :

0 -~ 0 =x 0 -~ 0 =« 0 - 0 X
a2 | R N o= | S =aan
0 -~ 0 = 0 -~ 0 = 0 -+ 0 X
0 -+ 0 A 0 -+ 0 X 0 --- 0 A2

On revient dans la vieille base B : A2 = AA car A2 = AA’ et A = PA'P~L. Or A = tr(A’). Et tr(A’) = tr A car les
matrices A et A’ sont semblables. Donc A2 = tr(A) - A.

La matrice A est de rang 1, toutes ses colonnes sont donc colinéaires & une méme colonne U :
A= (U wU - v,0) =uvT, ouvT = (vi w2 - vn).

Les vecteurs U et V ne sont pas nuls (par I’absurde : si U ou V est nul, alors la matrice A est nulle et c’est absurde car
elle est de rang 1).
Redémontrons le résultat de la question 1: A2 = (UVT)-(UVT) = U(VTU)VT par associativité du produit matriciel. D’olt
A2 = (VTU)UVT car (VTU) est un scalaire et commute donc avec les matrices. On a ainsi montré que A2 = (VTU)A, or
vTy = tr(A) car la somme des éléments diagonaux de A = (1}1U vU - an) est tr(A) = viul +vaus+vnun = vTy.
L’image de tout vecteur colonne X s’écrit AX = UVT X et est donc colinéaire & U. Ce vecteur colonne U non nul forme
donc une base de Im(A).
Soit X un vecteur colonne : X € Ker(4) <= AX =0 < UVTX <= (VITX)U=0 <= VTX =0 car le vecteur
colonne U est non nul. Une équation de Ker(A) est donc viz1 + vz + + - - + vpzn = 0, en notant v; les coordonnées de V'
et z; les coordonnées de X. REMARQUE : Ker(A) est un hyperplan car :

— (premieére méthode) d’apres le théoréme du rang, c’est un sev de dimension n —1;

— (deuxiéme méthode) c’est le noyau de la forme linéaire X — VT X qui est non nulle car le vecteur V est non nul.

Exercice 5. Soient =, y, z et t quatre nombres réels. Calculer, en le factorisant au mazimum, le déterminant

r y z i
-y —z2 i
-2 t —x vy

On remarque que : si * = +2z ou y = +t, alors le déterminant est nul. On cherche donc des facteurs de la forme (z & z) et (y +¢).
Pour les faire appraitre, on effectue des opérations sur les colonnes ou les lignes :

C1 + C3 — Cq et C2 + C4 — C3 ne changent pas le déterminant, d’ou :

r+z y+t z t 1 1 z t
| =z y+t -z t | _ ) -1 1 -z ¢
D(xvy’zzt)_ z+$ t+y x y —({L‘+Z) (y+t) 1 1 x y
—z—xz t+y —zx vy -1 1 —x vy
Puis Ly — Ls — Ly et Ly — Lo — L4 ne changent pas ce déterminant, d’ou :
0 0 z—2 t—y
-1 1 —z t
D(zvy’zrt)_(x+z)'(y+t)' 1 1 T y
0 0 z—x y-—t
On développe suivant la premiere ligne :
_01 (1) o t_ty -1 1 ¢ -1 1 -
=+(G—=z) 1 1 y |=(t-y-| 1 1 =z |=(E-2)@Fy-t)(-2)-0C-y) (z—z)(-2).
L1 e Y 0 0 y—t 0 0 z—=
0 0 z—a y—t Y

Finalement : D(z,y,z,t) =4-(x+2)-(y+¢t) - t—y) (z —x).

Exercice 6. Calculer, sous une forme factorisée, le déterminant

1 a a® ot
1 b b bt
D= 1 ¢ & &
1 d &% d*

(Une indication ? Insérer une nouvelle ligne et une nouvelle colonne dans ce déterminant pour faire apparaitre
un déterminant de Vandermonde.)



Exercice 7 (Formes linéaires). Sur E = R, [X], on définit les n + 1 formes linéaires :
or: P— PHM(0) avec ke{0,...n}.

Montrer que la famille (¢o, ¢1, ..., ¢n) est libre.

Soit (ag, - ,an) € R™ :si apgpo + -+ + anpn = 0, alors
a0po(XO) + - + andn(X?) = ag = 0;
a0¢o(X1) +“'+an¢n(xl) =a1 =0;
o ---
e aopo(X™)+ -+ anpn(X™) =nla, =0.
D’olt g = - -+ = ay, = 0. Donc la famille (¢o, @1, ..., dn) est libre.

Exercice 8 (Familles libres & déterminant de Vandermonde). Soient n réels a; < ag < --- < ap. Montrer (de
deux manieres) que les n fonctions définies, pour chaque k € [1,n], par

fio : R=> R, z+— e%®

sont linéairement indépendantes.

Supposons que A1 f1 + Aaf2 + -+ Anfn = 0 (ici O est la fonction nulle sur tout R). On veut montrer que A\; = --- = A\, = 0. Par
I’absurde : si les réels A\; ne sont pas tous nuls, alors notons p le plus grand indice tel que A\p # 0 :

Ve € R, A1e®t®4X2e®% .-+ X,e?" =0 et A #0.
Le dernier terme est le terme dominant quand z tend vers 4oco, divisons donc par e*r® :
vz eR, Apel@1mo)® 4, el02=ap)r i 4y =0,
Passons a la limite  — +o00 : A\, = 0. C’est absurde.

Dot A1 = -+ = A = 0. Donc les n fonctions fx sont linéairement indépendantes.

Autre méthode : on utilise un déterminant de Vandermonde.

Supposons que A1 f1 + A2f2 + -+ Ap fn, = 0. La fonction A1 f1 + A2 fo + - -+ Ap fn, est nulle, donc constante. Sa dérivée est donc
nulle et, de méme, toutes ses dérivées successives sont nulles. D’ou1, pour tout =z € R :

A1 e®1® +Ag e42% +-o4 Apen?® =0
Aial e*1® +Aoag e22% +---4+  Apapne®n?® =0
Aa? en® +Az2a3 e22% + 4+ Apa? en?® =0
Aap e 4hpal e 4o NApapTlean® =0
En particulier, si z =0 :
1 1 1 1 A1 0
ai a2 B¢ 7O | an A2 0
aj a3 eoak ap A0
a7t et o et oaptt An 0
Or la matrice carrée est inversible car son déterminant est un déterminant de Vandermonde et est non nul car les a; sont distincts
A1 0
A2 0
deux & deux. D'oit | 23 | = | O | . Donc les fonctions f1r sont linéairement indépendantes.
An 0

Exercice 9. Soit A € M,,(R) telle que A% + I,, ne soit pas inversible.
1. Montrer qu'il existe X € M,, 1(C) tel que AX =iX et X # 0.
2. Montrer qu’il existe U et V dans M,, 1 (R) libres tels que AU = —V et AV =U.



1.

La matrice A2 + I,, se factorise dans My, (C) sous la forme (A — il,)(A + il,). Comme elle n’est pas inversible, c’est que
I'une au moins des deux matrices (A — ily) et (A + il ) n’est pas inversible.

Premier cas : si A — i, n’est pas inversible, alors il existe un vecteur X € My, 1(C) non nul tel que AX = iX.

Second cas : si A +il, n’est pas inversible, alors il existe de méme un vecteur Y € My,1(C) non nul tel que AY = —iY".
D’ott AY =Y, en notant Y le vecteur colonne dont les coordonnées sont les complexes conjugués des coordonnées de Y.
Et en utilisant le fait que ¢ = —i et que les éléments de la matrice sont réels car A € Mpn(R).

On écrit le vecteur X de la question (a) sous la forme U + iV ol U et V sont dans My, 1(R). De AX =X, on déduit que
AU +1iV) =4(U +iV) et donc
AU = -V et AV =U.

Reste a montrer, par 'absurde, que les vecteurs U et V ne sont pas liés. Il est impossible que U ou V soit nul, sinon U et
V le seraient d’apres les deux dernieres équations, donc X serait nul, ce qui n’est pas le cas. Par suite, si (U, V) est une
famille liée, on peut supposer sans perte de généralité que Ik € R*, U = kV. De la premiere équation ci-dessus, on tire
AV = —V/k, et de la seconde, AV = kV, d’ot1 I'on déduit (1 + k2)V = 0, donc V = 0 (puisque k est réel), mais on vient
de voir que cela est impossible.
La famille (U, V) est donc libre.

Exercice 10. Soit une matrice carrée A = (a;;) € A4, (R).

1. Montrer que le réel tr(AT - A) est égal & la somme des carrés de tous les éléments de la matrice A.
2. Montrer que : ATA=0 < A=0.
3. Montrer que que Ker A = Ker(AT - A).
4. Soit la forme linéaire
Ta ¢ Ma(R) = R, M tr(AT - M).
Calculer 'image 74(FE;;) de chaque matrice E;; de la base canonique de .#,(R). Montrer, de deux
manieres, que : la forme linéaire 74 est nulle si, et seulement si, la matrice A est nulle.
n n n
1. Soient B=AT et C=A-AT = A.B: Cij = Z aikbkj = Z ajkQj) car bkj = Qjk- En particulier : ¢;; = Z a?k' D’ou
k=1 k=1 k=1
n
tr(C) = Z Cis = Za?k.
i=1 ik

2. Si A =0, alors AT A = 0. Réciproquement, si AT A = 0, alors tr(AT A) = 0, d’ot1 la somme des carrés de tous les éléments

de la matrice A est nulle, d’out chaque élément de la matrice A est nul, donc A = 0.
3. Supposons que X € Ker A. Alors AX =0, d’ott AT - AX = AT .0 =0, d’out X € Ker(AT . A).

Donc Ker A C Ker(AT - A).

Réciproquement, supposons que X € Ker(AT - A). Alors AT - AX =0, dou XT . AT . AX =0, d’ou ||[AX||? =0, d’ou

AX =0, dou X € Ker A.

Donc Ker(AT - A) C Ker A.

Finalement, les deux noyaux sont égaux.

A j 7
ai,l a2 1 a1 ap,1 0 0 0 0 0 a; 1 0 0
4. A- El‘j = j ail a2 ... Qi ... Qpj i 0 1 0 = J 0 0 ai,j 0 0 et
aln A@2n ... Qip ... Gpn 0 ... 0 ...0 0 ... 0 azjnm O ... O

TA(FEij) = a;; est la trace de cette matrice.
Si la matrice A est nulle, alors 74 (M) = tr(0 - M) = 0 pour tout M, donc la fonction 74 est nulle.
Réciproquement : si T4 est nulle, alors 74 (M) = 0 pour tout M, en particulier 74 (AT) = 0, d’ott > J a?j =0, donc A = 0.

Autre méthode : si 74 est nulle, alors 74 (M) = 0 pour tout M, en particulier 74 (E;;) = 0 pour tout (¢,5), d’olt a;; =0

pour tout (,5), donc A = 0.



Exercice 11 (Polynomes de Lagrange & déterminant de Vandermonde). Soient un entier n > 2 et n réels
ai, ag,- -+, a, supposés distincts deux a deux. Soit ’application

¢ : R, 1[X] = R", P~ (P(a1),P(az), -, Play)).

1. Montrer que 'application ¢ est linéaire et déterminer son noyau.

2. On munit les R—espaces vectoriels R,,_1[X] et R™ de leur base canonique : (1,X,---, X" 1) et
(e1,€2,- - ,e,) respectivement. Ecrire la matrice M représentant ¢ dans ces bases. Quel est le dé-
terminant de cette matrice ?

3. Les n polynémes de Lagrange L1, Lo,---, L, sont définis par

X —a;
vie[ln], L(X)= ][] =—2
jetinahgy MY
Calculer p(L;) pour chaque i € [1,n].
1.5 15—

LES POLYNOMES DE LAGRANGE POUR n = 4 ET n = 6 REELS EQUIDISTANTS DANS [-1,+1]

4. En utilisant a chaque fois une des trois questions précédentes, démontrer de trois manieres que ’application
 est bijective.
5. Montrer que (L1, Lo, -+ , Ly) est une base de R,,_1[X].

6. Reconnaitre les polynomes
n

D Pa;)Li(X) et Z Li(X).

i=1
Exercice 12 (Les noyaux des itérés sont emboités).

Soient E un espace vectoriel de dimension n € N* et f un endomorphisme de E.

1. Montrer que, pour tout k € N :
Ker(f*) ¢ Ker(f**1) et Im(f*) c Im(fF).

2. Montrer qu'il existe r € N tel que : Ker(f") = Ker(f"*1).
3. Montrer que, pour tout k > r : Ker(f*) = Ker(f**1).
4. Montrer que, pour tout k > r : Im(f*) = Im(f*+1).



5. Montrer que Ker(f") et Im(f") sont supplémentaires.

1. Soit = € Ker(f*) :
fE(z) = 0g, d’'ou f [f*(z)] = f(0g), dott f¥*+1(z) = 0g, d’ott z € Ker(fF+1).
Donc Ker(f*) c Ker(f*+1).

Soit y € Imfk+1) :
il existe © € F tel que y = fFT1(x) = f* [f(z)]. D’ott y € Im(f*).
Donc Im(f*+1) c Im(f*).
2. Soit, pour chaque k € N*, uj, = dim Ker(f*).
Par Pabsurde, supposons que : Yk € N, Ker(f*) # Ker(f**1!). La suite (u) est alors une suite d’entiers, strictement
croissante et majorée par n = dim E. C’est absurde.
Donc : 3r € N, Ker(f7) = Ker(fm+1).
3. Par récurrence :
— la propriété Pj, « Ker(f*) = Ker(f**1) » est vraie pour k = r.
— supposons que P, est vraie. On veut montrer que Ker(fF+2) C Ker(f**+1). Soit = € Ker(f**+2) : f(z) € Ker(fF+1).
D’aprés Py, f(z) € Ker(f*). D’ou f* [f(z)] = f*+1(2) = 0p. D’ott € Ker(f*+1). Donc Py est vraie.
— On conclut que Py est vraie pour tout k > 7.
4. D’une part, Im(f**1) C Im(f*) pour tout k € N.
D’autre part, dim Im(f**1) = dim Im(f*) pour tout k > r (d’apres le théoreme du rang et ’égalité des noyaux).
Donc Im(f**1) = Im(f*) pour tout k > .
5. Par le théoréme du rang, on sait déja que dim Ker(f")+dim Im(f") = dim E. Il reste & montrer que Ker(f")NIm(f") = {0g}.

Soit y € Ker(f") N Im(f") : d'une part y € Im(f"), dott 3z € E, y = f"(z). D’autre part, y € Ker(f"), d’ou
Op = f"(y) = f?"(x), d’ot z € Ker(f27). Or Ker(f") = Ker(f2"), d’'ou = € Ker(f7), d’ou f"(z) = 0. Donc y = 0g
Exercice 13. Soient une matrice carrée A € ., (K) et 'endomorphisme

va : Mn(K) = M, (K), M— A- M.

1. Montrer que I’endomorphisme ¢4 est bijectif si, et seulement si, la matrice A est inversible.

2. Déterminer la trace tr(¢4) de 'endomorphisme ¢ 4.

1. Si la matrice A est inversible, alors (¢ 41 0pa) (M) =A"1 . (A-M)=(A"1.-A)- M = M, d’olt p4 est bijective et sa
réciproque est @ 4—1.
Réciproquement :
— (premiere méthode) Si la matrice A n’est pas inversible, alors il existe un vecteur-colonne X non nul tel que AX =0

Soit M la matrice carrée dont chaque colonne est égale & X. La matrice carrée M n’est pas nulle et son image ¢4 (M)
est la matrice carrée nulle. D’oul 'endomorphisme ¢ 4 n’est pas injectif. Donc ¢4 n’est pas bijectif.

— (deuxieme méthode) Si w4 est bijectif, alors ¢ 4 est surjectif. En particulier, il existe une matrice carrée M telle que
pa(M) =1Iz. Dot AM = I7. Donc la matrice A est inversible.

J
a1l ar2 ... 415 ... Alp 0 ... 0 ... 0 0 ... 0 a; 0 ... 0
2. pa(Bij) =AFEj;= a1 a2 ... aij ... aip|i|0 .01 0Ol=4¢1]0 0 a3 O ... O
an,1 Gn2 ... Qnj ... Gnp 0 ... 0 ... 0 0 ... 0 apy O ... O
n
dolt pa(Eij) =Y apiEg;-
k=1

2

Dans la base canonique (Eij) (; jye[1,n]2 de #n (K), la matrice de ’endomorphisme ¢ 4 est une matrice n? x n2. Pour chaque

n n
couple (%,7), la coordonnée, suivant F;;, de pa(E;j) = Z ag; Eyj est ag;. Donc tr(pa) = Z ai; = "Z ai; = n-tr(A).
k=1 ij i=1



Exercice 14 (Polynomes annulateurs). 1. Soient n € N* et ® I’endomorphisme défini par
O(M) = (tr M), + M

pour toute matrice M € M, (R). Trouver un polynéme de degré 2 annulateur de ®.

2. Soient n € N*, P € M, R) la matrice d’un projecteur et ® ’endomorphisme de M,,(R) défini par
(M) = PM + MP.

Déterminer un polynéme annulateur de ®.

1. On calcule ®2(M) = tr(®(M))I,, + ®(M) = (ntr M +tr M)I,, + (tr M) I, + M = (n+ 2)(tr M)I,, + M, et on constate que
®2(M) — (n+ 2)®(M) + (n + 1)M = 0 pour toute matrice M € My, (R). Par suite, le polynéme

P=X?2_—(n+2)X4+n+1
est annulateur de ®.
2. La matrice P est celle d’un projecteur, d’oi P2 = P. On cherche un polynéme annulateur de ® :
®2(M) = P(PM + MP)+ (PM + MP)P = ®(M) 4+ 2PMP, donc 2PMP = ®*(M) — &(M)
3(M) = ®2(M) + 4PMP = 3®2(M) — 2&(M).
On en déduit que le polynéme X3 — 3X2 +2X = X (X — 1)(X — 2) est annulateur de I’endomorphisme ®.
Exercice 15 (Polynoémes annulateurs). Soient E un K—espace vectoriel et f : E — F un endomorphisme.

Montrer que : si P et @) sont deux polynémes de K[X] dont le produit est annulateur de f, alors Im Q(f) C
Ker P(f) et Im P(f) C Ker Q(f).

(PQ)(f) = P(f) o Q(f). Si (PQ)(f) = Og(py, alors : Vo € E, P(f)[Q(f)(2)] = Op. Soit un vecteur y € Im Q(f) : il existe
un vecteur = € E, tel que y = Q(f)(z). D’out P(f)(y) = Og. Donc Im Q(f) C Ker P(f). De méme pour l'autre inclusion car

(PQR)(f) = (QP)(f)-

Exercice 16. Soient A et B deux matrices de M,,(R) semblables dans M, (C). Montrer qu’elles sont aussi
semblables dans M, (R).

1l existe une matrice P € M,,(C) inversible telle que B = P~"1AP. D’olt PB = AP. Or P = Q + iR, oli les matrices Q et R sont
a coefficients réels. Et les matrices A et B sont aussi a coefficients réels, d’ou @B = AQ et RB = AR. Donc

VtER, (Q+tR)B=QB+tRB = AQ+tAR = A(Q +tR).

11 suffit, pour conclure, de montrer qu’il existe un réel ¢ telle que la matrice @ +tR est inversible. Or f : C — C, z +— det(Q + zR)
est une fonction polynomiale, et non nulle car f(i) # 0 car la matrice P = @ + iR est inversible. Le polynéme a donc un nombre

fini de racines. En particulier, il existe une valeur réelle de z telle que f(z) # 0.

Exercice 17 (Oral Centrale PC 2007). Soient E un K-espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels
de E. On suppose que E = F' @ G et on note p le projecteur sur I’ parallelement & G et ¢ = idg — p. Soit
f € L(E). Montrer que F' est stable par f si et seulement si go fop=0.

On suppose que F est stable par f. Soit © =y + z € E avec (y,z) € F x G. Alors, par définition des projecteurs p et ¢ :
(g0 fop)@) = (a0 M) = a(fw)) =0.
€F

Réciproquement, on suppose que go f op = 0. Soit y € F. Alors y = p(y), donc ¢(f(y)) = (¢o f op)(y) = 0, ce qui montre que

f(y) est dans le noyau de g, & savoir F.



Exercice 18 (Oral Centrale PSI 2014). Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u € L(F).

Montrer que dim(Keru) < dim(Keru?) < 2dim(Keru). (On pourra utiliser 'endomorphisme induit par
sur Im(u).)

Comme Keru C Keru?, on a dim(Keru) < dim(Keru?). Montrons que dim(Keru?) — dim(Keru) < dim(Keru).

Par théoreme du rang, dim(Keru?) — dim(Keru) = rg(u) — rg(u?). L’endomorphisme @ induit par « sur Im(u) est bien défini
car le sous-espace vectoriel Im(u) est stable par u. Or Kerii = Keru N Imu et Imé = Imu?, d’olt par théoreme du rang appliqué a
i, rg(u) — rg(u?) = dim(Keru N Imu). On a donc rg(u) — rg(u?) < dim(Keru), et le résultat.

Exercice 19 (Hyperplans). Soit F un espace vectoriel. Soient H et H' deux hyperplans de E. Montrer qu’ils
possedent un supplémentaire commun.

Le sev H est un hyperplan de 'ev E, c’est donc le noyau d’une forme linéaire ¢ et cette forme linéaire est non nulle : il existe
donc un vecteur u € E tel que p(u) # 0. De méme H' = Ker ¢’ et : Ju’ € E, ¢'(u’) # 0. On distingue trois cas :

— siw ¢ H, alors la droite vectorielle Vect(u’) est un supplémentaire commun & H et H';
— siu ¢ H', alors la droite vectorielle Vect(u) est un supplémentaire commun & H et H';

— sinon v/ € H et uw € H', d’olt p(u') =0 et ¢'(u) =0, d'ott p(u+u') = p(u) + o(u') # 0 et p'(u+u’) = ¢'(u) + ¢'(v') #0,
d’ott u + v’/ n’appartient ni & H ni & H’, donc la droite vectorielle Vect(u + u’) est un supplémentaire commun & H et H’.

Exercice 20 (matrices & diagonale strictement dominante). Soit A = (a; ;) € My (R) telle que :

Vi € {]., ey TL}, |CL¢’Z‘| > Z |ai,j

J#i

Montrer que A est inversible.

La matrice A est inversible si, et seulement si, pour tout vecteur colonne X, (AX =0 = X =0).
x1
Par ’absurde. Supposons qu’il existe X = non nul tel que AX = 0.
Tn
Parce que X # 0, il existe un indice I € [1,n] tel que 1 # 0 et V5 € [1,n], |z ]| < |zr] (x).

Pour cet indice I particulier :

— d’une part lar,r| > Zﬁél lar, ;] car la matrice est & diagonale strictement dominante ;

— d’autre part Z;L:l arje; =0, d’oll —arrzy = Zj;ﬂ arjxj;, d’olt

larrllerl = > arz;
G
Z larj| ;| par I'inégalité triangulaire
i1
D lagjller| car (+)
J£L
larrl <) lar;| carzp #0.
J#I

C’est absurde car cette derniére ligne contredit la ligne encadrée.
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