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Intégrales & réduction

Justifier que I'ensemble E des fonctions continues et bornées de R vers R est un espace vectoriel.

Soit une fonction f € E. Prouver que, pour tout = € R, l'intégrale

+oo
@)= [ e
0
est absolument convergente.

Soit une fonction f € E. Montrer que la fonction ®(f) est bornée.

“+oo
Soit une fonction f € E. Justifier que, tout x € R, ®(f)(x) = e‘”/ e " f(u) du.

x

. . - _ : — 09
Est-il vrai que, si Tll)rfoo f(z) =0, alors TBI-PDO O(f)(x)=07

Soit une fonction f € E. Montrer que la fonction ®(f) est dérivable sur R et que sa dérivée @(f)’ est
égale & ©(f) — f.

Justifier que V'application ® : f — ®(f) est un endomorphisme de E.
Déterminer toutes les fonctions f € E telles que ®(f) = 0.
L’endomorphisme & est-il injectif ? surjectif 7

Déterminer toutes les fonctions f € E telles que ®(f) = f.

Déterminer le spectre de .

+oo
Prouver que, pour tout 7 € N, 'intégrale K; = / t'e”! dt est convergente et la calculer.
0

+oo
Soit n € N. Montrer que 'application ¢ : P+ ¢(P) telle que Vz € R, ¢(P)(z) = / e 'P(x+t)dt

0
définit bien un endomorphisme de R,[X] et déterminer la matrice M = (m;;) de ¢ dans la base
canonique de R, [X].

Cette matrice M est-elle inversible ?

L’ensemble E des fonctions continues et bornées de R vers R est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel C(R,R) car
la fonction nulle est continue et bornée et car toute combinaison linéaire de fonctions bornées est bornée. En effet : si

2 [f(z) < M
3(M,N) € R2, Vz € R, {|g(x)| - N

Va € R, |af(z) + Bg(x)| < |allf(z)] +[Bllg(x)] < [a|M + |BIN.

, alors
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Si une fonction f appartient & E, alors elle est bornée, d’ott AM € R, Vt € R, |f(t)] < M.
Dot le~!f(z +t)| < Me™! pour tout ¢t > 0.
—+o0 —+o00
Or Me™* dt est convergente, d’ot1 I'intégrale / le™tf(x +t)| dt converge aussi.
0 0

—+oo
Donc Pintégrale ®(f)(z) = / e ! f(x +t)dt est absolument convergente.
0

D’apres I'inégalité triangulaire,

©(f) ()] = \/O”Oe*ff(xmdt' < /0°° ot f (o + 1) dt < /0°° Metdi = M

pour tout réel z. Donc la fonction ®(f) est bornée.

On effectue le changement de variable w = x + t. La fonction ¢t — x + t est C! et strictement croissante, d’ot :
+oo +oo

D(f)(z) = / e~ (=) f(u) du = e® / e” " f(u) du.
x x

Soit € > 0. Si lirf f(z) =0, alors il existe X € R tel que : Vo > X, |f(x)| < e. Dout:
Tr—r+00

Ve > X, |@(f)(@)] =

ev f:oo e ¥ f(u) du‘ < e® f:oo |e=%f(u)| du d’aprés I'inégalité triangulaire. D’ott |®(f)(x)| <

e f:oo e ¥edu < eTe”%c. On a montré que : lim f(z)=0 = zglfoo (f)(z) =0

Tr—+4o00

On déduit de la question (4) que

B(f)(x) =e® - (/:oo e~ f(u) du — /: e f(u) du) =e. (Erono G- G(x)) ,

x
en notant G : x — / e~ " f(u) du une primitive de la fonction continue u — e~ f(u). Par suite, la fonction ®(f) est

dérivable en tant que produit de fonctions dérivables. De plus,

Vo€ R () (@) = (1 G- G@) ) +* (0~ C'(a)) = 2(1)(@) - 1(0)

car G'(z) = e~ * f(x). Donc (f) =2(f)— f.

D’une part, 'application ® est linéaire ; d’autre part, ®(f) appartient & F pour tout f € E. En effet, ®(f) est continue car
dérivable d’aprés (6). Et ®(f) est bornée d’apres (3).

Donc ® est un endomorphisme de E.

ANALYSE : Soit f € E. Si la fonction ®(f) est nulle, alors elle est constante et sa dérivée ®(f)’ est donc nulle. Or
®(f) = ®(f) — f d’apres (4). Donc f = 0.

SYNTHESE : Si f = 0, alors ®(f) = 0.

CONCLUSION : ®(f) = 0 si, et seulement si, f = 0.

De la question précédente, il résulte que Ker ® = {0g }. D’ot application linéaire ® est injective . Mais ® n’est pas surjective

car la fonction z — z si x € [0,1], 2 — z si € [1,2], 0 sinon est continue et bornée, et appartient donc & E. Mais n’est
pas dérivable et n’appartient donc pas Im ® d’apres la question (6).
ANALYSE : Soit f € E. Si la fonction ®(f) = f, alors ®(f)’ = f’. Or ®(f) = ®(f) — f d’aprés (4). D’ou f’ = 0. Donc la
fonction f est constante

400
SYNTHESE : Si f est constante, alors 3K € R, Vt € R, f(t) = K. Dou Vz € R, ®(f)(z) = Ketdt = K. Donc

0
e(f) = f.

CONCLUSION : ®(f) = f si, et seulement si, la fonction f est constante.
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Rappelons qu’un réel A est une valeur propre de @ si, et seulement si, il existe f € E tel que f # 0 et ®(f) = Af. Des deux

questions précédentes, il résulte que 0 n’est pas une valeur propre et que 1 en est une. Soit maintenant un réel A & {0;1}.
A—1

Si ®(f) = Af, alors ®(f)" = Af’ et, d’apres (4), Af/ = (A —1)f, dou f' = Tf car A # 0. On résout cette équation

A—1

différentielle : K € R, Vz € R, f(z) = Ke x ®. Or A # 1, donc : ou bien K = 0 (et alors f = 0), ou bien f n’est pas

bornée (et alors f ¢ E). Dans les deux cas, A n’est pas une valeur propre. Donc Sp(®) = {1}

+oo .

L’intégrale K; = / t'e™? dt est impropre en 4oc. Elle est convergente car la fonction t — tie~? est continue et
0

tie—t = t—>3—oo (%) Or %2 ne change pas de signe au voisinage de +oo et fl 0 %2 dt converge d’apres le critere de

Riemann en +oo.
On montre par récurrence sur ¢ que K; = i! :

—+oo
e Kp :/ e tdt = [—e Tt ™ =1.
0
e Supposons que K; = i! pour un entier ¢ € N et intégrons par partie : K; 11 = fOJrOO uv’ et les fonctions u : t — —e "t et
) . +oo ) )
v : ¢t~ ¢t sont de classe C1, d’ott K41 = [—t1+1e_t]a'°° +/ (i+1Dt'etdt = (i +1)K; car . hT title™t =0
0 — 400

par croissances comparées.
D’ou Ki+1 = (7, + 1) sl = (’L + 1)!.

e Donc K; = ! pour tout i € N

J .

Soient = € R et j € N : pour tout t € [0, +o0[, (z +1t)I = Z (‘?)tj_ixi.
i
1=0
+oo . g AN\
L’intégrale L;(z) = / e~ t(x +t)7 dt est convergente car c’est la combinaison linéaire L;(z) = Z (‘):clK]-_i des j+1
0 i=0
o ‘ o N F! N Vi
intégrales convergentes K;. Or K;_; = (j —i)! et () = ———. Donc Lj(z) = Z —x
i il(g —9)! =
n .

Soient n € N et € R. Pour tout polynéme P € R,[X], il existe (ag, -+ ,an) € R*t! tel que P(X) = Z a; X7, d’onr

j=0
+oo n
p(P)(z) = / e 'P(z 4 t) dt est une intégrale convergente car c’est la combinaison linéaire p(P)(x) = Z a;jLj(x) des
0 .
j=0
n + 1 intégrales convergentes L;(x). De plus, ¢(P) est un polynoéme de degré inférieur ou égal & n car c’est la combinaison
n

linéaire Z a;jL; des polynémes L; de degrés j < n. Enfin, ¢ est une application linéaire car (P + 8Q) = ap(P) + Bo(Q)
7=0

pour tous (a, 3) € R? et (P, Q) € R,[X] par linéarité de I'intégrale. Donc ¢ est un endomorphisme de Ry, [X] et

sa matrice M dans la base canonique de Ry, [X] est triangulaire supérieure :

e(1) @(X) @(X%) - p(X™)
1 1 2 n!
X 0 1 2 n! )
2 !
M=X 0 0 1 n!/2 = (mij)ogi,j§n7 ol my; = ol si i < j et est nul sinon
Xxn 0 0 0 1

i

'_Z]' i

CarLJ—‘ OEX.
i=

14. Le déterminant de la matrice triangulaire M vaut 1, il est donc non nul. On en déduit que la matrice M est inversible.



