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FEuILLE DE T.D. N° 3

Intégrales

Exercice 1. Montrer que ces intégrales convergent et les calculer :
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Exercice 2. Etudiez la convergence des intégrales suivantes :
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Exercice 3. On note H,, = Z % pour chaque n € N* et on rappelle que H,, —In(n) tend vers un réel v appelé
k=1

la constante d’Euler. Soit, pour tout réel t > 0, f(t) = % - HJ )

1. Représenter graphiquement la fonction f et justifier qu’elle est continue par morceaux sur |0, +oo|.
Montrer que l'intégrale fo t) dt est convergente.

2.

3. Calculer, pour chaque entier n € N*, le réel I,, = fl/n f(t)dt.
4. En déduire la valeur de 'intégrale fo t) dt.

Exercice 4 (Oral Petites Mines 2010). Quelle est la nature de I'intégrale f+oo m% In (ﬁ—i) dr?
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Exercice 5. On étudie la fonction F' :] — 0o, 1[— R, x +— / ni) dt appelée le dilogarithme.
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1. Montrer que l'intégrale / ¥ dt est convergente.
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2. On note A = —/ Mdt. Montrer que )\:/
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3. Pour chaque k£ € N*, montrer que 'intégrale / ze F dx converge et la calculer.
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4. En déduire que, pour chaque n € N*, Z 7z = / c—2 4
_ 0

5. Montrer que, pour tout réel x > 0, x < e® — 1.

n
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6. Montrer que, pour chaque n € N*, 0 < \ — Z 2S5 Qu’en déduire 7
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™2 sin(2n + 1)t ™/2 gin(2n + 1)t
sin(2n + 1)¢ dt et by, :/ sin(2n + 1)t _TH_ ) dt.
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1. Montrer que ces intégrales généralisées sont convergentes.

Exercice 6. Soient, pour chaque n € N, a,, = /
0

2. Montrer que la suite (by,)nen est constante. Quelle est la valeur de cette constante ?
T sint

3. Montrer que 'intégrale généralisée I = / —— dt est convergente.
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4. Montrer que lim a, = 1I.
n—oo

5. (Lemme de Riemann-Lebesgue) Soit f une fonction de classe C' sur [0, %] . Montrer que :

w/2
lim / f(t)sin(At) dt = 0.
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6. Soit f la fonction définie sur [0, g] par

f(0)=0 et ft) = — — = sit#0.

Montrer que f est de classe C'.

7. Etudier lim (b, — ay).
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8. (Intégrale de Dirichlet) Montrer que / Mo ==
0

Exercice 7. Soit f: z € R} — flx et—t dt. Montrer (de deux maniéres : avec et sans la [> proposition 15 du
chapitre III) que f(z) est équivalent & In(z) quand x tend vers 0F.

Exercice 8. 1. Montrer que les intégrales généralisées
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sont convergentes.

dt.
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3. Soient t €]0,1] et, pour chaque x € R, f(z) = t* (1 — ). Montrer que la fonction f est deux fois
dérivable. Calculer f(0), f/(0) et montrer que, pour tout > 0, |f”(z)| < 3(Int)?.

4. > Réviser la formule de Taylor avec reste intégral.
En déduire que, pour tout ¢ €]0, 1],
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2. Montrer que, pour chaque n > 2, le réel a,, = /
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——. En déduire un équivalent de a.,.

5. Montrer que
d — 2n3
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Exercice 9. 1. Quelle est la nature de 'intégrale généralisée / In®(t) dt, pour tout & € R?
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2. Apres une intégration par parties, déterminer un équivalent, quand x tend vers +oo, de / In“(t) dt.
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