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Exercice 1. Montrer que, pour tout entier p premier supérieur ou égal a 5 :

24| (o —1).

Soit un entier p premier supérieur ou égal a 5.

D’une part p — 1 et p+ 1 sont des entiers pairs et 'un des deux est un multiple de 4. Par suite p? — 1 = (p — 1)(p+ 1) est un
multiple de 8.

D’autre part p — 1 ou p + 1 est un multiple de 3 car p ne I’est pas. Par suite p? — 1 = (p — 1)(p + 1) est un multiple de 3.

Or 3 et 8 sont premiers entre eux, donc p2 — 1 est un multiple de 3 x 8 = 24.

Exercice 2. Soient (a,b) dans Z? et n dans N* tel que que pged(a,b) = 1. Montrer que :
1. pged(a +b,a —b) € {1;2};
2. pged(a? +b%,a+b) € {1;2}.

1. D’aprés le lemme de Bézout, il existe (u,v) € Z? tel que ua + vb = 1.

Soit d un diviseur commun a a + b et a — b. Alors d divise 2a et 2b. D’ou d divise aussi u2a + v2b = 2.
Donc pged(a + b,a — b) € {1;2}.
REMARQUE — les 2 cas sont possibles car :

— si (a,b)=(2,3), alors pged(5, —1) = 1;

— si (a,b)=(3,5), alors pged(8, —2) = 2.

2. a? et b2 sont aussi premiers entre eux, il existe donc (u,v) € 72 tel que ua® + vb? = 1 d’aprés le lemme de Bézout.
Soit d un diviseur commun & a2 +b2 et a+b. Alors d divise 2a? = (a? +b2) + (a+b)(a—b) et 2b% = (a® +b%) — (a+b)(a—b).
D’ou d divise aussi u2a? 4 v2b% = 2.

Donc pged(a? +b%,a +b) € {1;2}.

REMARQUE — les 2 cas sont possibles car :
— si (a,b)=(2,3), alors pged(13,—1) = 1;
— si (a,b)=(3,5), alors pged(34, —2) = 2.

Exercice 3. Soit A un anneau commutatif non réduit & {04}, soit x € A. On dit que x est nilpotent si

dneN, 2" =04.

Montrer que :
1. si x est nilpotent, alors & n’est pas inversible mais 1,4 — x est inversible.

2. I'ensemble des éléments nilpotents de A est un idéal de A.




1. Soient x € A et n € N tels que 2™ = 04.
Montrons que x n’est pas inversible. Par ’absurde : si z est inversible, alors Jy € A, x X y =y X £ = 1 4. D’ou, en élevant
a la puissance n : ™ X y™ = 1 4. Par suite 04y™ = 14. C’est absurde car 04 # 14.
Montrons que 14 — z est inversible. Par un télescope : (14 —x) x (14 +x+ 22 +---+2" 1) =14 — 2™ = 14. Donc
14 — x est inversible et son inverse est 14 + & + a2 + --- + 2™~ 1.

2. Soit I ’ensemble des éléments nilpotents de A.

D’une part (I,4) est un sous-groupe de (A,+) car 04 € I et V(z,y) € I?, x —y € I. En effet, si 2™ =04 et y"2 =04,
ni+nz

ny+n . . s
alors (z —y)"1Tn2 = E (—1)”1+”2_k( ! i 2):2’“ x y™M+2=F carla loi x est commutative par hypothese. Et chaque
k=0
terme de cette somme est nul car la puissance k est supérieure ou égale a n; ou la puissance n1 + ng — k est supérieure ou

égale a no.
D’autre part, si ¢ € I, alors il existe n tel que i =04. Pour tout a € A, i x a € I car 04 =™ x a™ = (i X a)™ car la loi X
est commutative par hypothese.

Exercice 4. Soit A un anneau commutatif. Si I est un idéal de A, alors on note

VI={zeA|IneN 2" el}

—_

. Montrer que v/T est un idéal de A et que I C V1.
2. Soient I et J deux idéaux de A. Montrer que :
(a) TN J est un idéal de A;

b)) IcJ = VIcVJ;

(c) VINT =VINVJ.

3. Montrer que vV \ﬁ = \ﬁ

1. Soit ¢ € I. Alors i* € I, d’ot1 4 € VI. Donc I C v/T.
. 2
D’une part (v/1,+) est un sous-groupe de (A, +). En effet v/T n’est pas vide car 04 € I C VI. Et Y(z,y) € VI, z—y € I.

ni+naz
ni+n
En effet, si "1 € I et y™2 =€ I, alors (z — y)"11tn2 = Z (—1)"1+"27k( 1—’: Q)Ik x y™tn2=k car la loi x est
k=0

commutative par hypothese. Et chaque terme de cette somme appartient & I car I est un idéal et la puissance k est
supérieure ou égale & ny ou la puissance n; + no — k est supérieure ou égale a no.

D’autre part, pour tout (3,a) € VIx A, ixa € VI car In € N*, i™ € I et, parce que A est commutatif, (i xa)™ = i” xa™ € I
car ¢" € I et I est un idéal.

Donc VT est un idéal.
2. (a) Voir la preuve dans le cours.
(b) Soit i € V/I. 1l existe alors n tel que i € I. Or I C J, d’ot1 3" € J, d’ott i € v/J. Donc VI C v/J.

(¢) On utilise la question précédente pour prouver une inclusion : INJ C I, d’out vVINJ C V1. De méme, VINJ C v/ J.
Donc vVINJ CVINVJ.

Et pour Pautre inclusion : soit x € v/T C v/J. Il existe alors (n,p) € N* x N* tel que 2™ € I et aP € I. Par suite
2P =z x 2P € [ car 2" € I et I est un idéal. Et, de méme, z"t? € J. D’ou 2"t? € INJ. Donc z € VI N J.
Par double inclsusion, VI N J = vVINVJ.
3. D’une part, I C /I d’apres la question 1. Dot VT C \/ﬁ d’apres la question 2b.
D’autre part, V/VT C V/T. En effet : soit = € v/V/T. 1l existe alors n tel que z" € V1. Et il existe donc p tel que (z™)P € I.
Dol ™ € I. D’ou = € V/I. Donc \/WC 1.
Par double inclusion, \/ﬁ =1

Exercice 5. Soit n un entier naturel non nul.

1. Ecrire le cycle (1,2,3,4) comme la composée de transpositions de la forme (1,4), ou ¢ € [1,4]. Votre
solution est-elle unique ?

2. Soient z et y deux éléments distincts de [1,n]. Soit la permutation f = (1,z) o (1,y) o (1,z). Calculer
f(2) pour chaque z € [1,n].

3. Montrer que toute permutation de [1,n] est la composée de transpositions de la forme (1,7), ot € [1, n].
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d’ot1 le cycle (1,2,3,4) est égal & la composée (1,4) o (1,3) o (1,2).
Cette solution n’est pas unique car (1,2) o (1,2) = id, d’out une autre solution :
(1,2) 0(1,2) 0 (1,2) 0 (1,3) o (1,4).
2. Siz¢ {1,z,y}, alors f(z) = z.
Siz#1letys#1,alors f(1) =1, f(z) =y et f(y) ==z, dou f = (z,y).
Six =1, alors f = (1,y).
Siy =1, alors f = id.
3. Toute permutation est une composée de transpositions (z,y). Or toute transposition (z,y) est, d’aprés la question
précédente, une composée de transpositions de la forme (1,:). Donc toute permutation est une composée de transpositions

(1,4).

Exercice 6. Soit n > 2 et le cycle ¢ = (1 2 ... n—1 n) Déterminer toutes les permutations o de S,,
telles que coc=coo.

Pour chaque k € N, la permutation ¢ est une solution de ’équation o o ¢ = ¢ o . Réciproquement, montrons que toute solution
o est de la forme c¥.

Si o est une solution de ooc = coa, alors (par récurrence), coc? = c*oo pour tout i € N. Le cycle ¢ = (1 2 ... n—-1 n)
s'écrit aussi (c®(1) (1) ... 72(1) c*71(1)). Dot Ik € [0,n — 1], o(1) = c*(1). Par suite, pour tout i € [1,n],
o(i)=coc 1) =c"too(l)=c"Tock(1) =cFoc?~1(1) = ¢*(i). Donc o = c*.

Exercice 7. Pour chaque n € N*, écrire le polynome :

ﬂzl—X+Xwg_D—XQFQ%X_%+“A%4W

X(X—1)...(X —n+1)

n!

sous la forme d’un produit de n facteurs du premier degré.

On note Qy, = (—1)™ W On remarque que pour tout k € [1,n — 1] Q(k) = 0. Nous allons montrer par récurrence
sur n que, pour tout n € N, ’ensemble des racines de P, est {1,...,n} :

Initialisation : P; =1 — X. Donc I'ensemble des racines de P; est bien {1}.

Hérédité : Supposons que l’ensemble des racines de Pp,_1 est {1,...,n — 1}. D’aprés la remarque que nous avons fait au début
I’ensemble des racines de P, = P,,—1 + Qn contient {1,...,n — 1}. Il reste & montrer que n est une racine.
Orona: ) Do
Pn(n) — 1_n+%+.”+(_1)nw

= 1-(N+E+.-+ED(0)
= Yhoo (R)(=D)F

= 1-”
= 0.

Donc ’ensemble des racines de Py, contient {1,...,n}. Or ce polynome est de degré n. Donc il a au plus n racines. Donc

{1,...,n} est exactement I’ensemble des des racines de P,

Donc Pp, = A7 (X — k) et le coefficient dominant est (_n;,)n = \p. Donc

P, = (*nl!)n n (X k) =TI, (1 - ;) .

Exercice 8. On note I' = {0, 1}, I'[X] 'ensemble des polynémes dont les coefficients appartient a I' et Ty, [X]
I’ensemble des polynomes de T'[X] dont le degré est inférieur ou égal a n.

1. Quel est le cardinal de I",,[X] ?
2. Montrer que, pour tout P € I'y,[X],




. Soient P, @ € I'[X] tels que P(—2) = Q(—2). Montrer que P = Q.

4. Mountrer que, pour tout N € Z, il existe P € I'[X] tel que N = P(-2).

. Le cardinal de I';, [ X] vaut 2! car construire un polynéme de I'[X], c’est choisir ses n + 1 coefficients de I'.
. Pour tout P € I'yp[X],

4rtl
T3

4 1 p—1 P

2= = ()< P(=2) < 3 (-9
k=0 k=0

. Soient P = 3" apX* et Q = 3 bp X" deux polynémes différents appartenant & T[X]. On note ng le plus grand entier tel

que le coefficient de degré ng de P n’est pas égal au coefficient de degré ng de Q. On a donc :

no
IP(—2) = Q(=2)| = |> (ar—br)(—2)¥
k=0
ng—1
> ang — bng[270 = D |ag — be[2F
k=0
ng—1
>

ono — Z ok
k=0
= 2no_(2n0 —1)=1

Donc P(—2) ne peut étre égal & Q(—2).

. L’application
roix 241’—1 qrtl
— _—
nlX] 3 3 ]]
P — P(-2)
pP_1 4rtl 1 4P — 1 4Pl
5 +1 = 22r+! ¢léments dans |[2 3 TH

et il y a 22271 polynémes dans I',, [X]. Cette application est donc aussi surjective. On en conclut que pour tout N € Z, en
prenant p suffisamment grand, il existe un polynéme P € I'z,[X] tel que P(—2) = N.

est injective, d’apres la question précédente. Oril y a 2



