Exercice 1 - Opérateur A (%)

Soit f € L(R[X]) telle que f: P— P(X +1)— P(X).

1. Montrer que f est linéaire et déterminer son image et son noyau.

De fagon immédiate f est linéaire. De plus on remarque que f(Xk) = kX*1 4+ ... + 1 en particulier
deg(f(P)) = deg(P) — 1. On en déduit alors que ker(f) = Ry [X].

D’apres ce qui précede l'espace R,, [X] est stable par f, dés lors on note f, 'endomorphisme induit, et
avec ce qui précede on a Im(f,,) = R,,—;1 [X] car la famille (f,,(X),..., fn(X™)) est échelonnée en degré et
contenue dans R,,_;[X], c’est donc une base. Ainsi pour P € R[X] il existe n tel que P € R,,_1[X] et donc
f est subjective.

2. Soit @ € R[X] montrer qu’il existe un unique polynéme P tel que f(P) = Q et P(0) = 0.

On considere I'application suivante :
R[X] — R[X] xR
P = (A(P),P(0))

Il s’agit de fagon évidente d’une application linéaire et de plus elle est injective car P € ker(y) implique
P € ker(A) d’ou P est constant et de plus P(0) = 0 d’ou le résultat. Enfin par surjectivité de A on en déduit
le résultat voulu.

3. Calculer Z k2.
k=1

D’apres la question précédente il existe un unique polyndéme P tel que f(P) = X2 et P(0) = 0. On cherche
donc P sous la forme P(X) = aX3 + bX? + cX, il vient :

PX+1)-PX)=X?<—=a(X+1)°+b(X+1)°+2(X+1)—aX®—bX?—c= X?
<= 3aX?’+Ba+20) X +a+btec=X?

3a = 1
— 3a+2b = 0
at+b+c = 0

En résolvant ce systéme on trouve P(X) = $X (X — 1) (2X — 1), et par suite :

n

Zn:k2 => P(k+1) - P(k)
k=1

k=1
P(n+1)
nn+1)2n+1)
6

Exercice 2 - Un endomorphisme (%)

Soit E un espace vectoriel sur R ou sur C. On considére f € L(E) telle que f2 — f — 2Id = 0.

1. Prouver que f est bijective et exprimé f—1.

D’apres la relation vérifiée par f on a :

folg(—td)]=ta=[5(~1d]os



On en déduit alors que f est bijective et de plus on a f~! = % (f — Id).

2. Prouver que E = ker(f + Id) & ker(f — 2Id).

La situation semble parfaitement adaptée pour utiliser le lemme des noyaux, en effet on remarque que
P(X)=X?-X—-2=(X+1)(X —2) comme il s’agit d’'un polyndome annulateur de f, on obtient par le
lemme des noyaux la relation :

ker(P(f)) = ker(f + Id) & ker(f — 21d)

Finalement comme P est annulateur on en conclut que ker(P(f)) = E d’ou le résultat.

Sinon on peux procéder par analyse/synthese :
Pour z € E on suppose que © = a + b avec a € ker(f + Id) et b € ker(f — 2Id), on a alors :

fla)=—a  f(b)=2b

Dés lors par linéarité de f on trouve f(x) = —a + 2b, ce qui nous ameéne & poser a = M%f(z) et b= %ﬂx)

Réciproquement, pour x € E on pose a = %%f(m) et b= %ﬂw) On a bien x = a + b et de plus :

(F + 10)(e) = 3[27(@) ~ () + 22 ~ ()]
= 2 (@) - f@) - 2)
:%1(ﬁ-f+1d)(x) .

De méme on montre que (f —2Id)(b) = 0 on en conclut alors la somme directe demandé.

3. On suppose ici que F est de dimension finie. Montrer que Im(f + Id) = ker(f — 21d).

Soit y € Im(f + Id), il existe alors z € E tel que y = f(x) + = dés lors on a :

(f=21d)(y) = f(y) — 2y

= f*(2) + f(z) — 2f(z) — 2z

= f(z) - f(z) — 22

=(f—f—2Id)(z) =0
Ainsi Im(f + Id) C ker(f — 2Id), pour conclure de ’égalité, on utilise le théoréme du rang (dou le besoin
de se placer en dimension finie), pour obtenir :

dimIm(f + Id) = dim E — dimker(f + Id) = dim ker(f — 21d)

D’ou I’égalité.

Exercice 3 - Avec des logarithmes (x%)

Inx

1
1. Démontrer la convergence de I'intégrale / 3
0 T2



Inz

Remarquons d’abord que z — ¢ est continue sur |0, 1], puisque 'on veut montrer que l'intégrale est

x4
convergente il suffit de trouver a < 1 tel que 22 soit un o (z%) Mais par croissance comparée :
x4
fel Inz a—3/4
T —— == Inz—0
23/4

Deés que o > %, on choisit donc a € ]%, 1 [, ce qui assure la convergence.

2. Donner un équivalent au voisinage de +oo de In (z + /) — In (z). En déduire la nature de :

/+°° ln(x—i—\/f)—ln(x)dx

3
T4

La fonction z — In (z 4+ /x) — In (z) est continue sur [1, +o0[ et de plus on a pour z € [1,+o0] :

In (z 4+ vz) —In(z) =In (1+ %)

1 -1
% et donc par produit 711(9”\/53) Y L. Par critere
z xd z—+00 x4

)N _ — 1 )

D’ou In (z + /z) —In(z) = In (1 + ﬂ) et
+oo

de Riemann l'intégrale / — converge, et de plus - étant de signe constant en +oo par théoreme de

1

xr x4
t°In(z+ z)—In(z
comparaison on en déduit que I'intégrale / ( \/;) )
1 Tt

dx converge.

3. Donner un équivalent au voisinage de 0 de In (z + v/z) — In (). En déduire la nature de :

/1 ln(z—l—\/5)—1n(9:)dgrj
0

3
€T

La fonction z — In (z 4+ /x) — In (z) est continue sur |0, 1] et de plus on a pour z € 10, 1] :

In (z 4+ vz) —In(z) =In (1+ %)

Ici il faut faire tres attention car en 0 la quantité ﬁ tend vers +oo, c’est donc le terme qu’il faut mettre en
facteur :

In <% (1+\/E)>

In <%) +ln(1+\/5)

In (z + vz) — In(z)

1
== Inz + vz + o(Vx).
Ainsi on a : ! In ( /7) — In(z) !
= lim 77 n(xr++/x)— In(z —Inx
In (z + vz) — In(z) 05 et 3/ o 33
1
—1
D’apres la premiere question, /0 T?/ifdx converge et de plus ;xl?fl/f est de signe constant au voisinage de 0

1
1 —1
par théoreme de comparaison on en déduit que I'intégrale / e ) = lale) dx converge.

3
0 x4




Exercice 4

Comparaison impossible

sinx

Jz

—+o00
1. Montrer la convergence de / T.
1

On procede a 'aide d’'une IPP, soit donc ¢ > 1 on a :

Or par critere de Riemann 'intégrale 3
xr2

1
quand a tend vers +oco d’ou le résultat.

a . a a
smxd {—cosx} n 1/ cosxd
—dr = | —— — ——dzx
1 VT vz iy 2)1 a3
cosa ? cosw
=———+4cosl+ ——dx
\/5 1 €Tz
T cos

dx est absolument convergente et de plus % tend vers 0

sin x sin

2. Montrer que m wg)ioo NG

En formant le quotient on obtient :

sin x " N NG
VT +sinz ~ sinz  /r+sinz
VT 1
sin x
B 1
- sin
Le sinus étant borné, %2 - 0 ainsi on a bien I’équivalence.
r—r+00
3. Montrer que I'on a
. . )
sin x sinx sin“x 1
= - +0(—)
Vitsine x x x3
On a pour x > 1 :
sinx __ sinx 1
VZ+sinzg z \ 1+ Si;‘g
. . )
sin x sin x sin®
S )
VT ( VT a
g )
sinxz sin“x 1
=22 -2 o).
\/E e xr3
P oo sing
4. En déduire la nature de ——————dxz. Conclure.
1 Vx+sinz
oo sing
D’apres la question 1., / NG dx converge. Par critere de Riemann le terme en O (%) converge égale-
1 x xr2
+o00 g +oo i 2
sin x sin® x
ment. Ainsi 'intégrale ——————dx est donc de méme nature que 'intégrale / dz.
1 VT +sinz 1 0




. 1-—cos(2
On remarque alors que pour z > 1 on a sin® z = w donc :

sinz 1 cos(2z)

o 2x a8

cos (2x)

5 dx est convergente (il s’agit d’une intégrale de Di-
7

—+oo
On peut montrer par une IPP que /

1
2

. [T . L Tosin’r R
richlet), mais 2—d:c est divergente. On en déduit que dx diverge et donc de méme
1 €z 1 T
+oo g
sin x
——F dxz diverge.
1 VT +sinz
D’apres la question 1. lintégrale f1+°° Si%dz est convergente et d’apres la question 4. l'intégrale
- Siidm est divergente alors que d’apres la question 2. on a —SZ _  ~  slZ Oy pe peut
1 Vx + sinz ’ Vatsing g io Vo

effectuer la comparaison car au voisinage de +oo les deux quantités précédentes ne sont pas de signes
constants.

Exercice 5 - Changements de variables

0 In(¢)

Wdt est convergente.
a

1. Montrer que pour a > 0 'intégrale /
0

Tout d’abord la fonction ¢ — - 22 est continue sur ]0, +oo[, et au voisinage de 0 on a :

t
a+

In(t) In(t)

~J
a2 +t2t-50 a

Or la fonction In est intégrable en 0. De méme on remarque que :

In(t) In(t)
pm— H
a2 + 2 \/E(%j_‘_l) t—+oo

2 x 0

In(¢ 1
On en déduit alors que & =@ (—3), ce qui assure la convergence en +oc.
a? + t2 t2
: 1 0 In(t)
2. En effectuant le changement de variable u = 3, calculer T dt.
0

Soient B > A > 0 on effectue le changement de variable sur [A, B], on obtient :
B + 1
In(¢ 5 In(- 1
/ Il( )th:/ %X(—ﬁ)du
4 L+t 1+ (%) U
% In(L
1 u?+1

% In(u)
:_/}13 u2+1du

Comme on a montrer la converge a la premiere question, on en déduit par passage a la limite que :




+oo +oo +oo
/ In(t) g — / In(t) it = / In(t) it =
, 1+¢ o 1+ o 1+t

dt.

+0oo
3. En déduire la valeur de / n(t)
0 a + t2

On effectue le changement de variable t = au et ’on obtient :

T In(t e
/ ;l( ) dt :/ 711(&“) adu
@ a? + 2 i a? + a?u?

_ T In(a) . oo In(e) "
_/0 a(l+u2)d +/0 a(1+u2)d
In(a)

se , I
== [arctan(u)] > + 5 % 0
mIn(a)
 2a
Exercice 6 - Calcul d’intégrale (%)

Calculer :

dx

/+°° arctan(2z) — arctan(x)
0 X

Tout d’abord en 0 la fonction z M se prolonge par continuité en 0 avec la valeur 1, en

particulier 'intégrale converge en 0. Pour la borne infinie, on va donner une méthode permettant de montrer
la convergence et de la calculer directement.

On commence par fixer A € R, puis 'on remarque que par changement de variable u = 2z on obtient :

A _ A A
/ arctan(2z) — arctan(z) d — / arctan(2z) dp — / arctan(x) Iz
0 0

Zz xz

_/2A2arctan / / arctan
0

24
:/ arctan(z )d:L'—/ arctan (z )dx
0 0

0 i
24
t
:/ arctan(z) de
A x

Il est immédiat de vérifier que les deux intégrales a droite dans la premiere équation converge bien en 0 car
les fonctions dans les intégrales sont prolongeable par continuité.

De plus la fonction arctan est une fonction croissante, en particulier on en déduit :

2A 2A 2A
arctan(A) In(2) / cmiEnll) o / i) 5 / arctan(24) ;- arctan(24) In(2)
A x A € A x

Or les deux membres de droite et de gauche admettent une limite commune égale a
finalement par théoreme d’encadrement. Autrement dit :

5 In(2), on conclut

w:%ma

/+°° arctan(2z) — arctan(z)
0 x




