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Introduction

L’épreuve orale de mathématiques du CCINP, filiére MP et filiere MPI, se déroule de la maniére suivante :
— 25mn de préparation sur table.
— 25mn de passage a l’oral.

Chaque sujet proposé est constitué de deux exercices :
— un exercice sur 8 points issu de la banque publique accessible sur le site
https://www.concours-commun-inp.fr/fr/index.html
— un exercice sur 12 points.

Les deux exercices proposés portent sur des domaines différents.

Ce document contient les 112 exercices de la banque pour la session 2024 :
— 58 exercices d’analyse ( exercice 1 & exercice 58).
— 36 exercices d’algébre (exercice 59 a exercice 94).
— 18 exercices de probabilités (exercice 95 a exercice 112).

Dans l'optique d’aider les futurs candidats & se préparer au mieux aux oraux du CCINP, chaque exercice de la
banque est proposé, dans ce document, avec un corrigé.

Il se peut que des mises & jour aient lieu en cours d’année scolaire.

Cela dit, il ne s’agira, si tel est le cas, que de mises a jour mineures : reformulation de certaines questions pour

plus de clarté, relevé d’éventuelles erreurs, suppression éventuelle de questions ou d’exercices.

Nous vous conseillons donc de vérifier, en cours d’année, en vous connectant sur le site :
https://www.concours-commun-inp.fr/fr/index.html

Si une nouvelle version a été mise en ligne, la date de la derniére mise & jour se trouvera en haut de chaque page.

Si tel est le cas, les exercices concernés seront signalés dans le présent document, page 3.

Remerciements a David DELAUNAY pour l'autorisation de libre utilisation du fichier source de ses corrigés des
exercices de 'ancienne banque, diffusés sur son site http://mp.cpgedupuydelome.fr

NB : la présente banque intégre des éléments issus des publications suivantes :

e A. Antibi, L. d’Estampes et interrogateurs, Banque d’exercices de mathématiques pour le programme
2003-2014 des oraux CCP-MP, Ed. Ress. Pédag. Ouv. INPT, 0701 (2013) 120 exercices.
http://pedagotech.inp-toulouse.fr/130701
e D. Delaunay, Prépas Dupuy de Lome, cours et exercices corrigés MPSI - MP, 2014.
http://mp.cpgedupuydelome. fr

L’équipe des examinateurs de 'oral de mathématiques du CCINP, filiere MP et filiéere MPI.

Contact : Valérie BELLECAVE, coordonnatrice
des oraux de mathématiques du CCINP, filiéere MP
et filiere MPI.

vbellecave@gmail.com
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MISES A JOUR :

Les mises a jour signalées sont des mises a jour par rapport & la derniére version publiée sur le site du concours
commun INP, en date du 29/04/2024.

Mise a jour du 02/09/2024 :

EXERCICE 9 corrigé :

question 1.

Ou encore :

(gn) converge uniformément vers g sur X <= Vn € N, g,, — g est bornée et nEIJIrloo [lgn — glloo,.x = 0.

changé en :
Ou encore :

») converge uniformément vers g sur X <= Ing € N/Vn > ng, g, — g est bornée sur X et
g g g g g

Jim lgn = glleex = 0.

EXERCICE 15 corrigé :

Reprise du corrigé en tenant compte du fait que les fonctions f,, ne sont pas forcément bornées pour tout entier n
mais seulement & partir d’un certain rang.

Rajout d’'une méthode pour la question 3.

EXERCICE 16 énoncé :
changé en :
On considére la série de fonctions de terme général u,, définie par :

¥n € N*, vz € [0, 1], un(x):m(H%)_%

“+o0
On pose, lorsque la série converge, S(x) = Z [ In (1 + E) — E]
et n n
1. Démontrer que S est définie sur [0, 1].
s . 1
2. On définit une suite (up)n>1 par u, =In(n +1) — Z T
k=1

En utilisant S(1) démontrer que la suite (uy,)n>1 est convergente.
n

1
En déduire un équivalent simple de Z z lorsque n — 4o00.
k=1
3. Démontrer que S est de classe C! sur [0, 1] et calculer S’(1).
EXERCICE 17 corrigé :
Prise en compte du fait que la norme infinie n’est définie qu’a partir d’un certain rang et suppression d’une
redondance de la limite de f,, pour x # 0.

EXERCICE 22 corrigé :
Dans le corrigé de la question 1., ajout de précisions et z € Dy(0, R) changé en |z| < R.

EXERCICE 23 corrigé :

question 2. iii) :

Z:f,’1 = Znanw”_l = Z(n + 1)a, 412" changé en Z I = Znanx"_l = Z(n + Dapp1a™.
n>1

EXERCICE 26 corrigé :
question 1. :En conformité avec le changement de programme de 2021, remplacement de régle d’équivalence pour
les fonctions positives par régle d’équivalence.
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EXERCICE 28 corrigé :

En conformité avec le changement de programme de 2021, remplacement plusieurs fois, de régle d’équivalence

pour les fonctions positives par régle d’équivalence.

EXERCICE 29 corrigé :

En conformité avec le changement de programme de 2021, remplacement plusieurs fois, de régle d’équivalence

pour les fonctions positives par régle d’équivalence.

EXERCICE 34 corrigé :
question 1 .
Soit a € A changé en soit a € E.

EXERCICE 34 énoncé question 4.
L’exercice 34 est remplacé par :
Soit A une partie non vide d’un R-espace vectoriel normé FE.

—_

. Rappeler la définition d’un point adhérent & A, en termes de voisinages ou de boules.

2. Démontrer que : ¥ € A <= 3(2,)nen telle que, Vn € Nz, € Aet lim z, = z.

n—-+oo
3. Démontrer que, si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace vectoriel de FE.
4. Soient B une autre partie non vide de E. Montrer que A x B = A x B.

EXERCICE 41 :
changement de baréme.

EXERCICE 65 corrigé :

question 2.b.

D’apres 1. et 2.(a), (PQ)(u) = P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u ) (**%)

Or P est annulateur de v donc P(u) = 0 donc, d’aprés (***), (PQ)(u) =
changé en :

Draprés 1., (PQ)(u) = P(u) 0 Q(u).

Or P est annulateur de u donc P(u) = 0 donc (PQ)(u) = 0.
EXERCICE 94 énoncé :

changé en :

x
T

<

n’a pas de solution x

= o
=3

1. En raisonnant par ’absurde, montrer que le systéme (5) : {

appartenant & Z

2. (a) Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.

(b) Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
Soit ¢ € Z.

Prouver que : (a|cet b|c) <= abc.

x = 6 [17)
3. On consideére le systéme (S) : ¢ = = 5 [16] dans lequel 'inconnue x appartient a Z.
x = 4 [15]

(a) Déterminer une solution particuliére xo de (S) dans Z.

(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme (.5).
On exprimera les solutions en fonction de la solution particuliére xg.

EXERCICE 95 énoncé et corrigé :

Enoncé question 2. :

Dans cette question, on suppose que les cing tirages successifs se font sans remise.
changé en :

Dans cette question, on suppose que 'on tire simultanément 5 boules dans I'urne.

Corrigé question 2. :
adapté au changement d’énoncé.
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Mise a jour du 11/09/24

EXERCICE 15 corrigé :
question 1 : un Vn en trop et la norme infinie définie deux fois.

EXERCICE 94 :
Enoncé et corrigé question 1. : 6[5] changé en 5[6].

Question 3 :
changement de plusieurs signes = en = .
Rajout de parenthéses autour du pged de 17 x 16 et de 15.
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BANQUE ANALYSE

EXERCICE 1 analyse

Enoncé exercice 1

On note F espace vectoriel des applications continues sur [0, 1] & valeurs dans R.
1
On pose v/ € B, |[fll = sup |@)] et |1l = [ I£(D]ar
te[0,1] 0

1. Les normes || || €t || ||1 sont-elles équivalentes ? Justifier.
2. Dans cette question, on munit E de la norme || ||oo.
. EFE — R
a) Soit u :
@ 7= o
Prouver que u est une application continue sur E.
(b) On pose F ={f € E/ f(0) = 0}.
Prouver que F est une partie fermée de E pour la norme || ||so-
3. Dans cette question, on munit F de la norme || ||;.

Soitc:{ 0.1 — R
T — 1

0

On pose : ¥ € N*, f,(x) = 1
1 si —

n

(a) Soit n € N*. Calculer ||f,, — c||1.
(b) On pose F ={f € E/ f(0) =0}.
On note F I'adhérence de F'.
Prouver que ¢ € F.
F est-elle une partie fermée de E pour la norme || ||1 7

Corrigé exercice 1
1. Posons Vn € N, Vo € [0,1], fo(x) = 2™

1
(fn) est une suite a valeurs dans E et Vn € N, [/nlloc =—=n+1
A

Donc lim ||fn||°°:+oo
n—++00 ||fn||1

Donc || ||oo et || ||1 ne sont pas équivalentes.

2. (a) w est clairement linéaire.
De plus, Vf € E, [u(f)| = [£(0)] < LI|f]|.
Donc u est continue sur E muni de la norme || ||oo-
(b) On remarque que F = u~1 ({0}).
De plus, {0} est un fermé de R.
Donc F' est 'image réciproque d’un fermé, par une application continue sur E, muni de la norme || ||s-
Donc F est un fermé de E pour la norme || ||co-

3. (a) Soit n € N.

1 1 1
1 — clls = / Fult) — e(t)dt = / Fult) — c(t)dt + / [Fat) — (b))t
Or,Vt e [L,1], fu(t) —c(t) =0.

1
Done [[f — el :/ (1= nt) dt.
0
1

D oy = —.
one [[fu = elli = -

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 6


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 11/09/2024

1 1
(b) Vn € N*, f,, est continue sur {0, -~ [ et ] -, 1] .
n
De plus, ¥n € N*,  lim _fu(z) = lim _fo(z)=1= fn(L) donc f,, continue en L.

Donc Vn € N*, f,, est continue sur [0, 1].

De plus, Vn € N*, f,,(0) = 0.

Donc (f,,) est une suite a valeurs dans F'.

Remarque : le tracé de la courbe de f,, peut suffire & justifier la continuité de f,.
1

D’aprés 3.(a), ||frn — |1 = o

Donc lim ||f, —¢|]1 = 0.

n—> oo

Donc la suite (f,), a valeurs dans F, converge vers ¢ ( au sens de la norme || ).

Donc ce F.

Or c ¢ F (car ¢(0) =1#0).

Donc F # F.
Donc F n’est pas un fermé pour la norme || ||;.
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EXERCICE 2 analyse

Enoncé exercice 2

On pose f(z) =

1.
2.

3.

3x+7
(x+1)2
Décomposer f(x) en éléments simples.

En déduire que f est développable en série entiére sur un intervalle du type |—r,r[ (ou r > 0).
Préciser ce développement en série entiére et déterminer, en le justifiant, le domaine de validité D de ce
développement en série entiére.

(a) Soit > a,z™ une série entiére de rayon R > 0.
+0o0
On pose, pour tout « € |[—R, R|, g(z) = Z anz”.
n=0

Exprimer, pour tout entier p, en le prouvant, a, en fonction de g® (0).
(b) En déduire le développement limité de f a ordre 3 au voisinage de 0.

Corrigé exercice 2

1.

En utilisant les méthodes habituelles de décomposition en éléments simples, on trouve :

fz) =

9:—|—1+ (x+1)2

1 1
. D’aprés le cours, z —— et * —» ———— sont développables en série entiére a ’origine.
+1 (x+1)2
De pl 4 1,1 L bl 1
) c =L 1], = —=1)"z™.
e plus,on aVz €] [1—|—x nzz:o( )
1 +o0
Et, Vz €]-1,1], e > (=1)"Tlnz"=1 (obtenu par dérivation du développement précédent).
x n=1

On en déduit que f est développable en série entiére en tant que somme de deux fonctions développables en
série entiére. N N
EtVze]-1,1], f(x) =3 > (=1)"z" +4 > (-1)"(n+ 1)z™.
n=0 n=0
—+o0
Clest-a-dire : Vx € |-1,1[, f(z) = 2(471 + 7)(—=1)"a™.

n=0
Notons D le domaine de validité du développement en série entiére de f.
D’aprés ce qui précéde, |—1,1] C D.

Notons R le rayon de convergence de la série entiére Z(4n +7)(=1)"z"™.

D’aprés ce qui précéde R > 1.

Posons, pour tout entier naturel n, a, = (4dn + 7)(=1)".

Pour z =1et x = —1, ngg}oo |anx™| = +o0 donc Z(4n + 7)(—1)"z™ diverge grossiérement.
Donc R<1,1¢ Det —1¢D.

On en déduit que D =]—1,1].

3. (a) Soit > a,a™ une série entiére de rayon R > 0.

+o0
On pose, pour tout = € |—R, R[, g(x) = Z a,z".
n=0

D’aprés le cours, g est de classe C*° sur ]:R, RJ.
De plus, V2 € |—R, R],

+o0o +o00
g (x) = Znanx”’l = Z(n + Dapp12”
n=1 n=0
+00 too
F@) =3 0+ Dange™ = S0+ 1)+ Dan 22"
n=1 n=0
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et, par I‘éCllI"I‘eIlCG, on a :
“+oo —+o0

n n+p) n
VpeN, Vo e]-R, R, g (x) =Y (n+1)(n+2)..(n+p)anpa" = > ( - R ™
n=0 n=0
Ainsi, pour tout p € N, ¢(P)(0) = play.

C’est-a-dire, pour tout p € N, a, =

p!
(b) f est de classe C*° sur |—1,1].

f(p) (0)
p!

3
Donc d’apreés la formule de Taylor-Young, au voisinage de 0, f(z) = Z zP +o(z®). (%)
p=0

(® (0 .
Or, d’aprés 3.(a), pour tout entier p, - est aussi la valeur du p*™¢ coeflicient du développement en

p!
série entiére de f.

(p) 0)
Donc, d’aprés 2., pour tout entier p, — = (A4p+7)(=1)P.  (**)

p!

3

Ainsi, d’aprés (*) et (**), au voisinage de 0, f(z) = Z(4p + 7)(=1)PaP + o(x?).

p=0
C’est-a-dire, au voisinage de 0, f(z) =7 — 11z + 1522 — 1923 + o(z?).
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EXERCICE 3 analyse

Enoncé exercice 3

1
1. On pose g(z) = €*® et h(z) = o2
x
Calculer, pour tout entier naturel k, la dérivée d’ordre k des fonctions g et h sur leurs ensembles de
définitions respectifs.

e2m

2. On pose f(z) = T+

En utilisant la formule de Leibniz concernant la dérivée ni®™° d’un produit de fonctions, déterminer, pour
tout entier naturel n et pour tout z € R\ {1}, la valeur de £ (x).

3. Démontrer, dans le cas général, la formule de Leibniz, utilisée dans la question précédente.

Corrigé exercice 3

1. g est de classe C* sur R et h est de classe C* sur R\ {—1}.
On prouve, par récurrence, que :

1 R
Vo eR, g (z) =25 et Vo € R\ {-1}, h¥)(z) = (=1)°K!

(14 z)k+1"
2. g et h sont de classe C* sur R\ {—1} donc, d’apreés la formule de Leibniz, f est de classe C* sur R\ {—1}
et Vo e R\ {-1}:

n n _1\k | n 71)]921171@
(n) — N\ (n—k) h(k) — n gn—k 2z ( 1) k — 12T (
1) = 33 ()0 = 32 ()t s =S e
3. Notons (P,) la propriété :

Sif:I—>Retg:I— Rsontn fois dérivables sur I alors, fg est n fois dérivable sur I et :

Veel, (fg) ™ @)=Y (Z)f(”’“) ()9 (2).
k=0

Prouvons que (P,) est vraie par récurrence sur n.
La propriété est vraie pour n = 0 et pour n = 1 (dérivée d’un produit).

Supposons la propriété vraie au rang n > 0.
Soit f: I - Ret g: I — R deux fonctions n + 1 fois dérivables sur I.

Les fonctions f et g sont, en particulier, n fois dérivables sur I et donc par hypothése de récurrence la
n

fonction fg 'est aussi avec Va € I, (fg)™ (x) = Z (Z) FOR (2)g®) ().
k=0
Pour tout & € {0,...,n}, les fonctions f=F) et ¢(F) sont dérivables sur I donc par opération sur les
fonctions dérivables, la fonction (fg)(™ est encore dérivable sur I.
Ainsi la fonction fg est (n 4 1) fois dérivable et :

n

vae L1 =3 (1) (1@l + 10 ) )

k=0
En décomposant la somme en deux et en procédant a un décalage d’indice sur la deuxiéme somme, on

n n+1
obtient : V. € I, (fg)(n+1)(m) — Z (k) f(n+1 k) (k) + Z ( ) (n+1—k) (x)g(k) (x)

k=0
C’est-a-dire

(Fg) ) kz(() (" 1)>f<“+1k><x>g<’“><x>+(g>f<”+1><x>g<°><x>+<Z>f<0><x>g<“+1><x>.

1
Or, en utilisant le triangle de Pascal, on a " + " ) — (" + .

k) k-1 k
On remarque également que <0> ( 0 > € (n> <n + 1>

+
1 )
On en déduit que (fg) ("+1) Z (n + >f(n+1_k)(33)9(k)(37)-

Donc (P,,4+1) est vraie.
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EXERCICE 4 analyse

Enoncé exercice 4

1. Enoncer le théoréme des accroissements finis.
2. Soit f : [a,b] — R et soit zg € ]a, b].

On suppose que [ est continue sur [a,b] et que f est dérivable sur Ja, x| et sur ]zg, b|.
Démontrer que, si f admet une limite finie en g, alors f est dérivable en xg et f'(x0) = lim f'(z).
T—xTo

3. Prouver que l'implication : ( f est dérivable en xg) = (f’ admet une limite finie en z¢) est fausse.

1
Indication : on pourra considérer la fonction g définie par : g(x) = 22 sin — si x # 0 et g(0)
x

Corrigé exercice 4

1. Théoréme des accroissements finis :
Soit f : [a,b] — R.
On suppose que f est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.
Alors 3¢ € Ja, b[ tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).
2. On pose I = lim f/(z).
rT—rxo
Soit h # 0 tel que zg + h € [a, b].

=0.

En appliquant le théoréme des accroissements finis, a la fonction f, entre xy et g + h, on peut affirmer

qu’il existe ¢, strictement compris entre xg et xg + h tel que f(xg + h) — f(xg) =

Quand h — 0 (avec h # 0), on a, par encadrement, ¢, — .

1 L , L b
Done lim - (f(zo +h) = f(w0)) = lim f'(en) = lim f'(z) =1.
On en déduit que f est dérivable en zg et f/(zg) = I.

3. La fonction g est clairement continue et dérivable sur |—oo, 0] et |0, +o0].

Vz € R*, |g(x)| < 22 donc }llin}) g(x) =0 = g(0). Donc g est continue en 0.
—
h#0

1 1
g est également dérivable en 0 car Vo € R*, — (g(z) — ¢(0)) = xsin ()
x x

1 1
Or lim hsin () =0 car |zsin () | < ).
e\ :

Donc, g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0.

Donc g est dérivable sur R.

1 1
Cependant, V z € R\ {0}, ¢'(z) = 2z sin () — cos ()
x

x

f’(ch)h.

1 1 1
2z sin <> —— 0 (car |2z sin(—)| < 2|z|), mais  — cos | — | n’admet pas de limite en 0.
x) -0 x x

Donc ¢’ n’a pas de limite en 0.
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EXERCICE 5 analyse

Enoncé exercice 5

1. On considére la série de terme général u,, = —————5 o n > 2 et a € R.

n (lnn)
(a) Cas a0

En utilisant une minoration trés simple de u,,, démontrer que la série diverge.

(b) Cas a >0
Etudier la nature de la série. )
Indication : on pourra utiliser la fonction f définie par f(z) = Pz
r(lnz)«

et

(In(n? + n))2

2. Déterminer la nature de la série Z
n>2
Corrigé exercice 5

1.(a) Casa <0
Vn>3,Inn>1donc (Inn)* < 1.

s |-

On en déduit que : Vn > 3, u, >
1
Or — di .
Z — diverge
n>2

Donc , par critére de minoration pour les séries & termes positifs, on en déduit que E uy, diverge.

n>2
(b) Cas >0

Soit n > 3. )
La fonction f: z — (Inz)° est continue par morceaux, décroissante et positive sur [2, +o00[ donc

z(lnz

k

k—1

done 3 f(k) < 3 / fa)de <3 flk—1)
k=3 k=3’ k-1 k=3
n—1

Cest-a-dire, »  f(k) < [ f(z)dx < i f(k)
k=3 2 k=

étant positive, on peut donc écrire dans 0, +oc| 'inégalité
g

—+o00 +00 +o0
S Fh) < / fa)da <3 f(k)
k=3 2 k=2

de sorte que la série et l’intégrale sont simultanément finies,
“+o0

autrement dit, Z f(n) et / f(x)dx sont de méme nature.
2

n>2

—+oo +oo dt +oo
Puisque / flz)dz = / a0 On peut affirmer que : / fl@)de < o0 <= a > 1.
2 1 2

t=Ilnz /i, 9

On en déduit que : Z f(n) converge <= a > 1.

n>2
1 n
(e — (1 + ) ) en
n

(In(n2 +n))*

2. On pose, pour tout entier naturel n > 2, u,, =
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Au voisinage de +oo,

e — (1 + 1) =e — enln(1+717) =e — en(%im%?jq)(n%)) =e — el_ﬁ+o(%) = i + o0 (1> .
n

1 n
On en déduit qu’au voisinage de +00, e — (1 + ) ~ i.
n +o00 2n
1 1 1
De plus, au voisinage de +oo, In (n2 + n) =2Inn+In (1 + ) =2lnn+—+o ()
n n n

Donc In (n2 + n) +rv 2Inn.

1
Et comme en ~ 1, on en déduit que u, ~ S —_—
+oo +0 8 n(lnn)
1
Or, d’aprés 1.(b), converge.
(b) Z n (Inn)®

n>=2

Donc, par critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, E U, converge.
n>2
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EXERCICE 6 analyse

Enoncé exercice 6

Soit (un), ey une suite de réels strictement positifs et [ un réel positif strictement inférieur a 1.

1. Démontrer que si lim Yntl _

=1, alors la série g U, converge.
n—-+oo Uy,

. . , " .. . Un+1
Indication : écrire, judicieusement, la définition de lim
n—-+oo Up,

= [, puis majorer, pour n assez grand, u,

par le terme général d’une suite géométrique.

n!
- ?
2. Quelle est la nature de la série E ol
n=1

Corrigé exercice 6

1. Par hypothése : Ve >0, 3N € N/Vn > N, |u2+1 =l <e. (1)
1-1 "

Prenons e = ——.

Fixons un entier N vérifiant (1).
1—
AlorsVneN, n> N = | Untl -1 <
Un,

2
. 141
Et donc, ¥n > N, 22+ %

Un,

141
On pose q = % On a donc ¢ € ]0,1].
On a alors Vi > N, up11 < quy,.
On en déduit, par récurrence, que Vn > N, u, < ¢ Nuy.

Or Z " Nuy =ung™V Z q" et Z q" converge car q € ]0,1].
n=>N n>N n>N
Donc, par critére de majoration des séries a termes positifs, Z U, converge.

!
2. On pose:VnEN*,unzi.
nn
In( 1)
n —nln(l1+—
VnEN*,un>OetVn€N*,u+1* n” =e n’.
Up n+ 1)
1 . n+1 —1
Or —nln(l+ —) ~ —1donc lim =e <1
n’ +oo n—+o0o Uy

Donc, d’aprés 1., la série E Uy, converge.
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EXERCICE 7 analyse

Enoncé exercice 7

L. Soit (un), ey €t (vn) deux suites réelles telles que (v, )nen est non nulle & partir d’un certain rang .

neN
(a) Prouver que si u, ~ v, alors u, et v, sont de méme signe a partir d’un certain rang.
+oo

(b) Dans cette question, on suppose que (vy,) est positive.
Prouver que : u, +~;O vy, — ZU" et ZU” sont de méme nature.

1
((-=1)™ +1)sin () Inn
2. Etudier la convergence de la série Z n

" (\/n+3— 1)

Remarque 1 : i désigne le nombre complexe de carré égal a —1.

Corrigé exercice 7

1. Soit (un),cy €t (vn), oy deux suites réelles telles que (v, )nen est non nulle & partir d'un certain rang .

(a) Par hypotheése, 3Ny e N/Vn € Nyn > Ng = v, #0.

Ainsi la suite | — | est définie & partir du rang Nj.
Un
. n
De plus, comme u,, ~ v,,ona lim — =1.
400 n——+oo Un
Un

Alors, Ve >0,IN e N/N > NyetVneNn> N = —l‘ge. (1)

Un

Prenons € = 3 Fixons un entier N vérifiant (1).

1
Ainsi, Vne Nyn > N = u"l‘g.
Up, 2
, <1 1 u, 1 %
Cest—a—d1re,Vn€N,n>Nﬁ—§<——1<§. *)
Un

1
On en déduit que Vn € Nyn > N = Un > 5
Un
Et done, Vn e Nyn > N — 2% 0.
(Y

Ce qui implique que u,, et v, sgnt de méme signe a partir du rang N.

(b) On suppose que (vy,) est positive.
En reprenant les mémes notations que dans 1.(a) : 3Ny € N/Vn € Nyn > Ng = v, #0.
Donc Vn e Nyn > Ng = v, > 0.

De plus, on a prouvé, dans 1.(a), que :
1 n 1
EINGN/N>NOetVn€N,n>N:>f§<u—71<§.
Un

*)

Up

On en a déduit dans 1.(a) que : Vn € Nyn > N = > 0.

v
Or,VneNn>N— v, >0. "

Donc on a aussi: Vn e Nyn > N = u, > 0.

1 n 3
D’aprés (*),VneN,n > N = 3 < In <= (Y
Up

Premier cas : Si Zvn converge
D’aprés (**), Vn > N, u, < gvn.
Donc, par critére de majoration des séries & termes positifs, Z U, converge.
Deuxiéme cas : Si Z vy, diverge

1
D’apres (**), Vn > N, 3Un < Up-
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Donc, par critére de minoration des séries a termes positifs, > u,, diverge.

Par symeétrie de la relation d’équivalence, on obtient le résultat.
1
((=1)™ 4+ 1) lnnsin ()
n
(\/n +3 - 1) '

2. OnposeVn > 2, u, =

1
V2Innsin(—)
n
Up| = —F——"%.
e (Vn+3-1)
21
De plus |u,| ~ \[;n =,
+o0o n2
5 21
On a niv, = Llnn, donc lim ngvn = 0. On en déduit que E v, converge.
ni n——+oo

D’aprés 1., E |un| converge.
n>2

Donc E u, converge absolument.
n>2

De plus, la suite (uy)n>2 est & valeurs dans C, donc E Uy, converge.
n=2
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EXERCICE 8 analyse

Enoncé exercice 8
1. Soit (un), ey une suite décroissante positive de limite nulle.

(a) Démontrer que la série Z (=1)" uy, est convergente.
n
Indication : on pourra considérer (S2,),cy €t (S2n41),cy avec S, = z (fl)k U
k=0

(b) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z (=1)" ug.
(_1)” e—nw

2. Onpose:VneN" VzeR, f,(z) =
n

(a) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z fn-
n>1

(b) Etudier la convergence uniforme sur [0, +-cc[ de la série de fonctions Z fn-
n=1

Corrigé exercice 8

1. (a) Sapnt2 — Son = Uont2 — Uznt1 < 0, done (Sa, )nen est décroissante.
De méme So, 13 — Sapt1 = 0, donc (Say,4+1)nen est croissante.
De plus So,, — Sop+1 = Uapt1 €t m  ugpy1 =0, done lim (S2, — Sant1) = 0.
n—-+o0o n—-+4oo
On en déduit que les suites (Sop)nen et (S2n+1)nen sont adjacentes. Donc elles convergent et ce vers
une méme limite.
Comme (S2p,)nen €t (S2n+1)nen recouvrent Pensemble des termes de la suite (Sy,)nen, on en déduit que
la suite (Sp)nen converge aussi vers cette limite.
Ce qui signifie que la série Z (=1)*uy, converge.

+oo
(b) Le reste R,, = Z (=1)*uy, verifie Vn € N, |R,| < tni1.
k=n-+1
—1 n _—nx
2. Onpose:Vor eR,VneN*, f,(z)= L.
n
—nxT
On a alors Vn € N*, f,,(z) = (—=1)"u,(x) avec u,(x) = c -

(a) Soit z € R.

Siz <0,alors lim |f,(z)] =400, donc Z fn(x) diverge grossiérement.
n——+00 et

Siz >0, alors (un(x))nen est positive, décroissante et lim  w,(x) = 0.
n—-+oo

Donc d’aprés 1.(a), > fn(x) converge.
n=1

Donc Z fn converge simplement sur [0, +00[.
n>1

Remarque : pour z > 0, on a aussi convergence absolue de > f,(z).
n>1

1
En effet, pour tout réel > 0, n?|f,(z)| = ne™™* — 0 donc, au voisinage de +oo, |f.(z)| = o (2)
n—-+oo n

—+oo
(b) Comme Z fn converge simplement sur [0, +o0o[, on peut poser ¥V z € [0, 400, R,(z) = Z fr(x).
n>1 k=n+1

Alors, comme, V2 € [0, +00[, (un(x))nen est positive, décroissante et 1irJIrl tun(x) = 0, on en déduit,
n—-+oo

d’apreés 1.(b), que :
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. 0 R e—(n+1)z
g R
2 € [0, +oof, [Ru(2) € —— 1
Et donc Vz € [0, +o0], |Rn(z)| < R (majoration indépendante de z)
1
D < —.
onc ||Rnl|so o

Et comme lim

S o= 0, alors (R,,) converge uniformément vers 0 sur [0, +o0[.

C’est-a-dire Z fn converge uniformément sur [0, +oo].
n>1
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EXERCICE 9 analyse

Enoncé exercice 9

1. Soit X un ensemble, (g,) une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.
Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,,) vers la fonction g.

n+2 —na?
2. On pose fp(z) = el cos (y/nz).
(
(

a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,).

b) La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0, +o0o[?

(¢) Soit a > 0. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, +-o00[?
(d) La suite de fonctions (fy) converge-t-elle uniformément sur |0, +-o0o[ ?

Corrigé exercice 9

Pour toute fonction f : X — C bornée on pose : || f||oc,x = sup[f(t)]
teX

1. Soit g, : X — Cetg: X — C.
Dire que (gp,) converge uniformément vers g sur X signifie que :

Ve>0,INeN/NneNn>2N=VzeX g, (x)—gx)| <e.

Ou encore :
(gn) converge uniformément vers g sur X <= Ing € N/Vn > ng, g, — g est bornée sur X et

lim ||gn — gl|lco,x = 0.

n—-+oo
n+2

2. (a) On pose pour tout =z € R, f,(x) = n 16””2 cos (y/nx).
n
Soit z € R.
n-+2

Siz =0, alors f,(0) = |
Siz # 0, alors nll)I_I‘_loo fa(x) =0.

Bu offet, | fu()| e |eos (yiir) | et 0 < o= cos (Viar) | < e — 0.
oo

n—-+o0o

, donc nE)I—&I-loo fn(0) = 1.

On en déduit que (f,) converge simplement sur R vers la fonction f définie par :

0 si xz#0
f(a:)—{ 1 st z=0
(b) Pour tout n € N, f,, est continue sur [0, +oo[ et f non continue en 0 donc (f,) ne converge pas
uniformément vers f sur [0, +o0].

(¢) Soit a > 0.
n+2

On a: Ve la,+ool, [fu(z) — f(z)] = |fulz)] < Y 16_"“2 (majoration indépendante de ).
n + 2 2
D n - oo, [a,+o0 g —e "
onCHf fH Ja,+ [2 n+1e )
Par ailleurs, lim ie—m2 =0 (car n+ e—na’ e—na2)_
n—+oo n + 1 n—+1 +oo

Donc (f,,) converge uniformément vers f sur [a, 4+00].

(d) On remarque que pour tout n € N, f,, est bornée sur ]0, +oo[ car pour tout x € |0, +o00],
n+2

|fn($)| < m <2
D’autre part, f est bornée sur |0, +oo|, donc, pour tout n € N, |[f,, — f]]s,j0,4-00[ €Xiste.
1 1 (n+2)etcosl ) 1 1
—) (=)= 1 —)—f(—=)| =etcosl .
O a (=) = F(72)| = P2 done lim () — f()] = e eos £0
1 1
Or ||fn - f]]oo,]o,—&-oo[ = |fn(7) - f(7)|7 donc ||fn - fHoo,]O,—&-oo[ H 0.

\/ﬁ \/ﬁ n——+00

Donc (f,) ne converge pas uniformément vers f sur |0, o0l
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EXERCICE 10 analyse

Enoncé exercice 10

ne® + xe™”
On pose fn (ZE) = (I2 + 1) W

1. Démontrer que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [0, 1].

1
2. Calculer lim (J:2 + 1) mdx.
n— oo n—+ax
0

Corrigé exercice 10
1. Pour z € [0, 1], lirJrr1 fn(z) = (2% + 1)e”.
n—r-+0o0o
La suite de fonctions (f,,) converge simplement vers f : z + (22 4 1)e® sur [0, 1].

e~ _ erc)

OnaVzel0,1], fo(z)— f(x) = (m2+1)x( n+z

)

2
et donc : Va € [0,1], |fu(z) — f(2)| < ;e ( majoration indépendante de x).

2e
Donc ||frn — flloo < P

2e
De plus, lim — = 0 donc la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers f sur [0, 1].
n—

+oo n

2. Par convergence uniforme sur le segment [0, 1] de cette suite de fonctions continues sur [0, 1], on peut

intervertir limite et intégrale.

1 €T —x 1
On a donc lim (z? + 1)m dz = / (2 + 1)e® da.
0

n—+oo Jq n—+ax

1
Puis, en effectuant deux intégrations par parties, on trouve / (22 +1)e® do = 2e — 3.
0
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EXERCICE 11 analyse

Enoncé exercice 11

1. Soit X une partie de R, (f,) une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une fonction
I
On suppose qu’il existe une suite (x,,)
pas vers 0.

nen d’éléments de X telle que la suite (fn(7n) — f (24)), cy ne tende

Démontrer que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément vers f sur X.

2. Pour tout =z € R, on pose f,(z) = %
n2zx

(a) Etudier la convergence simple de la suite (f,,).
(b) Etudier la convergence uniforme de la suite (f,,) sur [a,+oo[ (avec a > 0), puis sur |0, +ocol.

Corrigé exercice 11

1. Par contraposée :
si (fy) converge uniformément vers f alors :

il existe un entier N tel que Vn > N, ||fn — f|l,. = sup |fn(x) — f(2)| existe et lilf | fn — flloo = 0.
reX n—-+0o0
Or,YneN,z, e XdoncVneN,n>N= |fu(zy) — f(@n)] <|fn — fllw-
n—+oo

Douc lim_|fy () = f(22)| = 0.
C’est-a-dire la suite (f,,(z,) — f(2n))nen converge vers 0.
2. (a) Soit x € R.
Siz =0, alors f,(0) =0.

1
Siz#£0,alors lim f,(x) =0 car |fn(x)] <
n—+00

n2x2’

Donc la suite (f,,) converge simplement vers la fonction f définie par : Vo € R, f(z) = 0.
(b) Soit a > 0.

V€ la,+oof, | fn(z) — ];(ac)| = |fu(2)] < T n2a? (majoration indépendante de x).
D n 00 g 7, 9 9o
T

De plus, lim 1=—575 =

On en déduit que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers la fonction f sur [a, 00| .

On pose, Vn € N*, x,, = u
2n 1
On aVneN*, x, €]0,+o0] et |fn(zn) — f(2n)] = —— qui ne tend pas vers 0 quand n — 4-o0.

s
14+ —
+4

On en déduit, d’aprés 1., que la suite de fonctions (f,,) ne converge pas uniformément sur |0, +oo|.
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EXERCICE 12 analyse

Enoncé exercice 12

1. Soit (f,) une suite de fonctions de [a,b] dans R.
On suppose que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f, et que, pour
tout n € N, f,, est continue en z, avec g € [a, b].
Démontrer que f est continue en zg.
2. On pose : Vn e N*, V€ [0;1], gn(z) = 2™
La suite de fonctions (g, )nen+ converge-t-elle uniformément sur [0;1]?

Corrigé exercice 12

1. Soit zg € [a, b].
Prouvons que f est continue en x.
Soit € > 0.
Par convergence uniforme, il existe un entier N tel que Vn € N, n > N = (Vz € [a,8],|f(z) — fn(2)] < &).
En particulier pour n = N, on a Vz € [a,b],|f(z) — fn(z)| <e. (%)

Or la fonction fx est continue en zg donc 3 a > 0 tel que :
Va € la,b], [z — zo| <= [fn(2) — fn(zo)| <& ()

D’aprés I'inégalité triangulaire, V x € [a, b],
|f(@) = f(zo)| < |f (@) = fn (@) + | (@) = fv(@o)| + | v (o) — f(wo)]-

Alors d’apres (*) et (**),
Va € [a,b], |z — x| < a = |f(z) — flzo)| < 3e.

On en déduit que f est continue en .
0 sizel0,1]

2. La suite (gn)nen+ converge simplement sur [0, 1] vers la fonction g : « — { | siao—1

Vn € N*, g, est continue en 1 alors que g est discontinue en 1.

D’aprés la question précédente, on en déduit que (g, )nen+ ne converge pas uniformément vers g sur [0, 1].

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 22


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 11/09/2024

EXERCICE 13 analyse

Enoncé exercice 13

1.

Rappeler, oralement, la définition, par les suites de vecteurs, d’'une partie compacte d’un espace vectoriel
normeé.

Démontrer qu’une partie compacte d’un espace vectoriel normé est une partie fermée de cet espace.

Démontrer qu’une partie compacte d’un espace vectoriel normé est une partie bornée de cet espace.
Indication : On pourra raisonner par ’absurde.

On se place sur E = R[X] muni de la norme || ||; définie pour tout polynéme P = ap + a1 X + .... + a, X"
de E par : |[P|[y =) |as].

=0
(a) Justifier que S(0,1) = {P € R[X]/||P||1 = 1} est une partie fermée et bornée de E.

(b) Calculer || X™ — X™||; pour m et n entiers naturels distincts.
S(0,1) est-elle une partie compacte de E? Justifier.

Corrigé exercice 13

1.

Une partie A d’un espace vectoriel normé (E, || ||) est une partie compacte si et seulement si pour toute
suite (z,) & valeurs dans A on peut extraire une sous-suite qui converge dans A.

C’est-a-dire A est une partie compacte si et seulement pour toute suite (z,) a valeurs dans A il existe
¢ : N — N strictement croissante telle que ('Tga(n)) converge vers [ € A.

Remarque : ¢ : N — N étant strictement croissante, on a, par récurrence immédiate, Vn € N, ¢(n) > n.

. Soit (E,||||) un espace vectoriel normé.

Soit A une partie compacte de E.

Montrons que A est une partie fermée de FE.

C’est-a-dire montrons que toute suite & valeurs dans A qui converge, converge dans A.

Soit (x,) une suite & valeurs dans A telle que (x,,) converge vers .

A est une partie compacte donc il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (xcp(n)) converge vers
I' € A. Or, (zy,) converge vers | donc (z,(,)) converge vers | ( sous-suite de (z,,)).

Par unicité de la limite, I’ = [.

Or, !’ € A ,donc [ € A.

Soit (E, || ||) un espace vectoriel normé.

Rappel : Soit B une partie de F.
B est bornée si et seulement si 3M € R /Vx € B, ||z|| < M.

Soit A une partie compacte de E.

Montrons que A est une partie bornée de E.

Raisonnons par ’absurde.

Supposons que A soit non bornée.

Cest-a-dire, VM € R, 3z € A/ ||z|| > M.

Donc, Vn € N, 3z, € A/ ||znll > n (%)

(z,) est une suite a valeurs dans A et A est une partie compacte de E donc il existe ¢ : N — N
strictement croissante telle que (mw(n)) converge vers | € A.
Donc, d’aprés (x), Vn € N,[[z,(,)|| > o(n).

OrVn eN, ¢(n) = n.

Donc, Vn € N, ||z, || > n.

Donc, nEIfoo |2 || = 4o00.

Absurde car (z,(,)) converge donc (z(y)) est bornée.

4. Posons S = S(0,1).
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(a) Vz € S, ||z|| = 1 donc S est bornée.

Soit f : E — R
z — o]
f est continue sur E.
Or, S = f71(1) et {1} est un fermé de R donc S est une partie fermée de E, en tant qu’image
réciproque par une application continue d’un fermé.
(b) Soit (m,n) € N? avec m # n.
X" — Xl = 2.
Supposons que S soit une partie compacte de F.
Vn € N, || X™||; = 1, donc (X,,) est une suite a valeurs dans S.
Or, S est une partie compacte de E, donc il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que (X W(”))

converge vers [ € S.
Alors HI}: ||X“"(”) _ X¢(n+1)||1 = ||l 1] =0.
n——+0o0

Contredit le fait que : Vn € N, [|X#() — xe(+D|| =2,
Donc S est non compact.
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EXERCICE 14 analyse

Enoncé exercice 14

1. Soit a et b deux réels donnés avec a < b.
Soit (f,) une suite de fonctions continues sur [a, b], & valeurs réelles.

Démontrer que si la suite (f,,) converge uniformément sur [a,b] vers f, alors la suite ( / fn (2) dac)
e neN

b
converge vers / f(x)dx

2. Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.

% “+o0o “+o00 1
3. Démontrer que / z" | de = .

Corrigé exercice 14

1. Comme la suite (f,,) converge uniformément sur [a, b] vers f, et que, Vn € N, f,, est continue sur [a, b],
alors f est continue sur [a, b].
Ainsi, ¥n € N, f,, — f est continue sur le segment [a, b].
On pose alors, Vn € N, ||f, — fllo = sup |fu(z) — f(x)].

wefab]
On a :

’/abfn(:r)dx—/abf(ﬂc)dx = /ab(fn(m)— /lfn ).
Donc ’/abfn(a:)dz—/abf(x)dx </ab|fn—f|ooda::(b—a) Ufo = Fllooe (%)

Or, v € [a,b], | fu(2) = f(2)] < |[fn = flloo-
Or (f) converge uniformément vers f sur [a,b], donc ll}r}rl Ilfn— fll =

Donc d’aprés (*), lim /fn da:—/ f(z

n—-+oo

2. On suppose que Vn € N, f,, est continue sur [a,b] et Z fn converge uniformément sur [a, b].
n
On pose S, = ka.
k=0
Z fn converge uniformément sur [a, b, donc converge simplement sur [a, b].
On pose alors, également, Vz € [a, b], Z fr(z
Z fn converge uniformément sur [a, b] 51gn1ﬁe que (S,) converge uniformément sur [a, b] vers S.

De plus, Vn € N, S,, est continue sur [a, b], car S,, est une somme finie de fonctions continues.
On en déduit que S est continue sur [a b].

Et d’aprés 1., hm / Sp(z)dx = / S(x
Or / x)dx = / Z fe(z)da = Z/ fr(z)dx car il s’agit d’une somme finie.
Donc hm Z fk )da = / S(x

_0 a
b +oo
Ou encore hm Z fk d:z:f/ ka(x) dz
Fh=0’a @ k=0
b b +oo
Ce qui signifie que Z/ fx(x) dx converge et Z x)dx = / Z fr(z
@ k=0 ¢ k=0
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Bilan : La convergence uniforme de la série de fonctions Z frn ot les f,, sont continues sur [a, b] permet d’
b +oo

+oo b
intégrer terme a terme, c’est-a-dire : / Z fo(z)dz = Z/ fn(z)da.
n=0 n=0"%

a

3. La série entiére E ™ est de rayon de convergence R = 1 donc cette série de fonctions converge

1
normalement et donc uniformément sur le compact [0, 2] cl-1,1].

1
De plus, Vn € N, x — 2™ est continue sur [O, 2] .

5 e s =11 X1
On en déduit alors, en utilisant 2., que : " | dx = x"dx = e = ——.
w: [ (E) =L [ o Sitam -7
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EXERCICE 15 analyse

Enoncé exercice 15

Soit X une partie de R ou C .

1.

Soit Z fn une série de fonctions définies sur X & valeurs dans R ou C.

Rappeler la définition de la convergence normale de Z fn sur X, puis celle de la convergence uniforme de

an sur X.

Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est

uniformément convergente sur X.
n2

La série de fonctions g —'z” est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de
n!

rayon It € R} 7

Corrigé exercice 15

1.

Soit n € N.
Si f,, est bornée sur X alors on pose || fn| ., = sup|fn(t)|-
teX

Z fn converge normalement sur X <= dng € N, Vn > ng, f, est bornée sur X et Z | frllo, converge.

n=ngo

On pose Vn €N, S, = ka.
k=0

Z fn converge uniformément sur X <= la suite de fonctions (S,,) converge uniformément sur X.

. On suppose que Z fn converge normalement sur X. Soit ng € N tel que V n > ng, f, est bornée sur X.

La série numérique Z | fnllo converge.

n>ng

Or,Va e X,Vn>ng, |fol@)] <[ fallo-

Donc, par comparaison des séries & termes positifs, la série Z fn(x) est absolument convergente et donc
convergente, puisque les fonctions f,, sont a valeurs dans R ou C.

Ainsi la série de fonctions Z fn converge simplement sur X.

400
On peut donc poser Vo € X, Vn e N, R, (z) = Z fr(x).

k=n+1
N N N
VeeX,Vn>n, VNENN2n+l=| > fil@)|< Y @< D> el
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1
Alors, en faisant tendre N vers +o00, on obtient :
+oo +oo +oo
VoeX,Vn>ng, |[R.(x)| = Z fr(z)| < Z | ()] < Z | fello- (majoration indépendante de x)
k=n+1 k=n-+1 k=n+1
+oo
Donc Vn > ng, ||[Bnlloc < Z 1kl oo
k=n-+1
+o0o
Or Z fn converge normalement sur X donc ngrfoo kz 1 | fxll, = 0.
=n+

On en déduit alors que la suite de fonctions (R,,) converge uniformément vers 0 sur X.
Donc par caractérisation, Z fn converge uniformément sur X.
n2
On pose, VneN, a, = —
n+1 n+1

Vn e N, =—
a, n
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. An+1
Donc lim —2F
n——+o0o Ay,

=0.

n2
On en déduit que série entiére E —z a un rayon de convergence égal a +o0.
Cette série entiére converge donc normalement sur tout compact de C.
En particulier, cette série entiére converge normalement et donc uniformément, d’aprés 2., sur tout disque
de centre 0 et de rayon R.

Autre méthode sans utiliser les séries entiéres :

n
On pose f,(z) = —'z” et on note D le disque fermé de centre 0 et de rayon R.
oL
Vz €D, |fo(2)| = —'\z|" < —R" et ce majorant est atteint pour z = R € D.
n! n!

2
n
On a donc || fnllco = sup |fn(2)] = HR”.

n 1
Or Vn € N*| I/ —HHOC:nt R — 0<1.
[ fnlloo n? = n—doo

D’aprés la régle de d’Alembert, on en déduit que Z | fnlloo converge et ainsi la série de fonctions Z In
converge normalement sur D.
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EXERCICE 16 analyse

Enoncé exercice 16

On considére la série de fonctions de terme général u,, définie par :

Vn e N*, vz € [0, 1], un(z)zln(u_%)_%_

+oo
On pose, lorsque la série converge, S(x) = Z [ In (1 + E) — E]
— n n
1. Démontrer que S est définie sur [0, 1].
1
2. On définit une suite (up)n>1 par u, =In(n +1) — Z T

k=1
En utilisant S(1) démontrer que la suite (u,),>1 est convergente.
n

1
En déduire un équivalent simple de Z Z lorsque n — 4-00.
k=1
3. Démontrer que S est de classe C* sur [0, 1] et calculer S’(1).

Corrigé exercice 16

1. Soit z € [0, 1].
Siz =0, u,(0) =0 et donc Zun(O) converge.
2
x

. - 1
Si x # 0, comme au voisinage de 400, un(x) = 9.2 +o (rﬂ)’ alors |uy (z)|

2

~ o

+oo 2n2

Or g — converge donc, par critére de comparaison des séries a termes positifs, E un(x) converge
n

2
n=1
absolument, donc converge.

On en déduit que la série des fonctions w, converge simplement sur [0, 1].
La fonction S est donc définie sur [0, 1].

- 1 1
2. Ona S(1) = lim <1n <1+> —>.
n—-+o0 P k k

n 1\ 1 n n 1 n 1
or 3 (m <1 + k) - k) =% (ln(k +1)— ln(k)) =X =)= 3 =
Donc la suite (uy)n>1 converge vers S(1).
Donc la suite (uy,)n>1 est bornée.
Donc uy, nH:nLOOl(’)(l). -
On a donc kzzjl 7= In(n+1) —uy, i In(n+ 1) + O(1) et donc k,2=:1 T oo In(n + 1).

1
En remarquant que In(n + 1) = In(n) + In (1 + ) on voit que In(n + 1) ~ In(n).
n n——+o0o
. U
On en déduit que =% ete In(n).

3. On a déja vu que la série des fonctions w,, converge simplement sur [0, 1].
1 1 —x

Vn € N*, u, est de classe C* sur [0,1] et V € [0,1], u/,(z) = ——= .
x+n n  nlz+n)

1
Donc Vn € N*, V. € [0,1], |uy,(7)] < —. (majoration indépendante de x).
n

1
On en déduit que [uy,||, = sup |uy(z)] < —.
z€0,1] n
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1 .
Or g — converge. Donc E u,, converge normalement, donc uniformément sur [0, 1].

n=1 n>1
“+oo
On peut alors affirmer que la fonction S est de classe C* Et on a : Vx € [0;1], S'(z) = Z u, ().
n=1

“+o0

+oo
1 1
En vertu de ce qui précede, S’(1) = E ul, (1) = E ( e )
n n
n=1 n=1

N
1 1 1

0) -— | = -1 —1.

rz:(n+1 n) N+1 N—+o0

n=1

Donc S'(1) = —1.
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EXERCICE 17 analyse

Enoncé exercice 17

Soit A C C et (f,,) une suite de fonctions de A dans C.

1. Démontrer 'implication :

(la série de fonctions Z fn converge uniformément sur A)

¢

(la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers 0 sur A)

2. On pose : Vn € N, Vz € [0;+o0], fn(z) = na2e—oV
Prouver que Z fn converge simplement sur [0; +o0[.

Z fn converge-t-elle uniformément sur [0; +oo[? Justifier.

Corrigé exercice 17

1. On suppose que Z fn converge uniformément sur A.

On en déduit que Z fn converge simplement sur A.
+oo n

On pose alors, Vz € A, S(z) = ka(x) et VneN, S,(z) = ka(x).
k=0 k=0

E fn converge uniformément sur A, c’est-a-dire (S,,) converge uniformément vers S sur A, c’est-a-dire

lim ||S, — S||lec =0, avec ||Sy, — S||ec = sup |Sp(x) — S(z)| qui existe a partir d’un certain rang ng € N.
n—+00 €A

OnaVn>ng, Vo eA |fo(x)=|Sn(x) = Sno1(z)| < |Sn(x) — S(z)| + |S(x) — Sn—1(z)].
Donc Vn >ng, Vo € A, | fn(x)] < ||Sn — Slloo + ||Sn—1 — S||co (majoration indépendante de z).
Donc Vn > ng, f est bornée sur A et ||fn|loo = sup | fu(z)] < ||Sn — Slloo + [|Sn—1 — S||oo-

TEA

Or lim IS, = Slloc =0, done_lim (|| = Slloo + [|Sn-1 = Sllc) = 0.

n—-+4oo
Donc par théoréme d’encadrement lim || f,|lcc = 0 et ainsi (f,,) converge uniformément vers 0 sur A.
n—-+o0o

2. Onpose : Vn €N, Va € [0;+oc[, fo(z) = na2e V™,
Soit x € [0; 400].

Siz=0:
Vn eN, f,(0) =0 donc Z fn(0) converge.
Siz#0:
1
. 2 o .. o L
mgrfoon frn(z) =0, donc au voisinage de o0, f,(x) =0 <n2>

1
Or Z — converge donc, par critére de domination, Z fn(x) converge absolument.
n=1

On en déduit que Z frn converge simplement sur [0; +o0].

Vn € N*, f, est continue sur [0; +oo] et Er}rl fn(x) =0, donc f,, est bornée sur [0; +oo].
Comme fy est bornée (fo = 0), on en déduit que Vn € N, f,, est bornée sur [0, +ool.
De plus, la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0, 4+o00] vers la fonction f définie par :
YV € [0, 400, f(z) = 0.
En effet :
Soit z € [0, 4+00l.
Si =0, alors f,,(0) = 0 donc hr}rl fa(x) =0
n—-+oo
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Siz#0, lim f,(x)=0 par croissances comparées.
n—-+oo

De plus, f, est bornée sur [0, +oo[ donc f, — f = f,, est bornée sur [0, +o0].

1

Par ailleurs, on a Vn € N*, f, == e L.

1 1 1
Or,Vn € N* | f, <>f<> = fn <> < sup |fu(t) = f(t)];donc  sup |fn(t) = f(t)] = et
() 7 (5) 1= 9 (g5) < om0 = @ done st [5u(0) 500
Ainsi, sup |fn(t) — f(¢ - 0.

150 =101
On en déduit que (f,,) ne converge pas uniformément vers f sur [0;+oo].

Donc, d’apreés 1., Z fn ne converge pas uniformément sur [0; +o0.
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EXERCICE 18 analyse

Enoncé exercice 18
On pose : Vn e N* Vz € R, u,(z) =

On considére la série de fonctions g Uy -
n>1

1. Etudier la convergence simple de cette série.

On note D 'ensemble des x o cette série converge et S(z) la somme de cette série pour x € D.

2. (a) La fonction S est-elle continue sur D ?

(b) Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.

(c) Etudier la convergence uniforme de cette série sur [0, 1].

Corrigé exercice 18 :

1. La série de fonctions étudiée est une série entiére de rayon de convergence R = 1.

En z =1, il y a convergence par le critére spécial des séries alternées.

En x = —1, la série diverge (série harmonique).
On a donc D =]—-1,1].

2. (a) En tant que somme d’une série entiére de rayon de convergence 1, S est continue sur |—1,1[ . (¥)

_1)n
Pour z = 1, la série E (=1) ™ converge d’aprés le critére spécial des séries alternées.

n

Donc d’aprés le théoréme d’Abel radial, comme la série entiére Z (7

(=" S~ D"
Z " converge pour x = 1, alors lim Z "
n

z—1— n

n=0
= (=1)"
Clest-a-dire li E ——z" = 5(1).
est-a 1rellni_n:0 p— (1)
Donc S est continue en 1. (**)

Donc, d’aprés (*) et (**), S est continue sur D.

(b) Yz € D, uy(x) = #

1 1 .
unlle = sup |un(z)| = — et Z — diverge.
z€]-1,1 el

1"
Donc Z (=1) z" ne converge pas normalement sur D.

n
n>=1

71)n n
' a pour rayon 1 et que
n

(-1

n

-1H" . : ;
E (=1) ™ ne converge pas uniformément sur D non plus car, sinon, on pourrait employer le

n
n>1

1
théoréme de la double limite en —1 et cela entrainerait la convergence de la série Z —, ce qui est
n

absurde.
(c) On étudie la convergence uniforme sur [0, 1] .

n>1

vV € [0,1], la série numérique Z uy, () satisfait le critére spécial des séries alternées ce qui permet de

n>1
majorer son reste R,,.
On a:
too o+l
Va0 Ra@I=| 3 wle)| <@ = o
=n

1 .
Donc ||Rpl|eo < o Avec ngl}rloo 1
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Donc, Z uy, converge uniformément sur [0, 1].
n>1
Bilan final :
En regroupant tous les résultats obtenus et le cours sur les séries entiéres, on peut affirmer que Z U,
n>1
converge normalement sur tout segment de |—1, 1] et converge uniformément sur tout segment de |—1, 1].
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EXERCICE 19 analyse

Enoncé exercice 19

1. (a) Justifier, oralement, a I’aide du théoréme de dérivation terme a terme, que la somme d’une série entiére
de la variable réelle est dérivable sur son intervalle ouvert de convergence.

Remarque : On pourra utiliser, sans le démontrer, que la série E anx" et la série E napx™ ont
méme rayon de convergence.
(b) En déduire le développement en série entiére a l’origine, de la fonction de la variable réelle :

T — (Iijaﬁa.

2. (a) Donner le développement en série entiére & lorigine de la fonction de la variable complexe :

Z

1—2"
(b) Rappeler le produit de Cauchy de deux séries entiéres.
(¢) En déduire le développement en série entiére a l'origine, de la fonction de la variable complexe :

—_
L
Corrigé exercice 19

1. (a) Soit Z anx" une série entiére de rayon R.
On pose : Vz € R, f,(x) = apa™.

+oo
On pose : Vz € |-R, R[, S(z) = Z anz".
n=0

i- Vn € N, f,, est de classe C! sur |- R, R|.

ii- Z fn converge simplement sur |—R, R|.

ili- Vn € N, Vo € |-R, R, f/(z) = napz"!.

Or, Z na,z" "' a méme rayon de convergence que Z na,z".

Donc, d’aprés la remarque, Z napz™ ' admet R comme rayon de convergence.

Donc Z [}, converge normalement donc uniformément sur tout segment [—r,r] inclus dans |—R, R].

On en déduit, d’aprés le théoréme de dérivation terme a terme, que S est C! sur |- R, R|.

—+oo
De plus, Vz € |-R, R[, S'(z) = Z na,z""*
n=0
(b) La série entiére Zz" a pour rayon 1.

+oo
On pose Vz € |-1,1], S(z) = Zx”
n=0

“+o0 +oo
D’une part, d’aprés 1.(a), S et dérivable sur |—1, 1] et Vo € |—1,1], §'(z) = an"71 = Z(n + 1)z™.
n=0 n=1
D’autre part, Vo € |—1,1], Z x” est une série géométrique de raison x avec |z| < 1.
1
Donc Vv 1,1, S(z) = ——.
one Vo € |11, $(x) = —— 1
Donc S est dérivable sur |—1,1[et Vz € |—1,1[, S'(z) = a=ar
—x
. 1 . . -
On en déduit que z — ﬁ est développable en série entiére & 'origine et :
—x
1 =
Vo €]-1,1], =tk n;)(n + 1)z™.
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2. (a)

(b)

On pose D ={z€C/|z| < 1}.

1 =
Ona:VzeD, —— = z".
DD
n=0
Soit E anz" et E b,z" deux séries entiéres de la variable complexe.
On note R, le rayon de convergence de E anz" .

On note R} le rayon de convergence de Z bn2z™ .
n
On pose Vn € N, ¢, = Z arbp_k.
k=0

On note R, le rayon de convergence de Z 2™ .

Alors R. > min(R,, Rp).
“+o0

+oo +oo
De plus, Vz € C, si |z| < min(R,, Ry) alors Z an.z" Z bz = Z cp2”.

n=0 n=0 n=0
La série entiére Z 2" a pour rayon de convergence 1.
Posons D = {z € C/ |z| < 1}.

Soit z € D.
“+o0 “+o0
1 1 1
= X = X "
(1-22 1—-2z 1-z 7;)2 ;Z

Donc d’aprés le produit de Cauchy de deux séries entiéres :

+oo n —+oo n
1 kq1n—k n n
() e ()
n=0 \k=0 = k=0
+oo
1
C’est-a-dire, e = Z(n +1)2" .
n=0
Donc :
1 =
n=0
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EXERCICE 20 analyse

Enoncé exercice 20

1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.

2. Déterminer le rayon de convergence de chacune des séries entiéres suivantes :

nl)? 2n+1
(a) ZEQTL))'Z +
(b) Zn(fl)nz".
(c) Zcosnz".

Corrigé exercice 20

1. Soit E a,z" une série entiére.

Le rayon de convergence R de la série entiére Z anz"™ est Punique élément de R* U {+o0o} défini par :
R =sup{r >0 /(a,r™) est bornée}.

On peut aussi définir le rayon de convergence de la maniére suivante :

IR € RT U {400} tel que :

)VzeC, |z]<R= Z anz" converge absolument.

ii)vVzeC, |z| > R= Z anz™ diverge (grossiérement).

R est le rayon de convergence de la série entiére Z an2" .

Remarque : pour une série entiére de la variable réelle, la définition est identique.

wzﬁn—&-l
(2n)!

2n+1

"2
2. (a) Notons R le rayon de convergence de Z gn))‘z et posons : Vn € N, Vz € C, u,(z) =

Pour z =0, Z u, (0) converge.

n 1

tn+1(2) _nt |2]2. Donc  lim
un(2) dn + 2 n—+00

D’aprés la régle de d’Alembert,

2
unt1(2)| _ |2l

un(2)

=

Pour z # 0,

Pour |z| < 2, la série numérique g un(z) converge absolument.

Pour |z| > 2, la série numérique diverge grossiérement.
On en déduit que R=2.

(b) Notons R le rayon de convergence de Z n(=D" 2" et posons : Vn € N, a,, = n(-1".

On a, Vn €N, |a,| < |n| et le rayon de convergence de la série entiére Z nz" vaut 1.
Donc R>1. (%)

1 1

De méme, Vn € N*| |—| < |a,| et le rayon de convergence de la série Z —2z" vaut 1.
n =n

Donc R< 1. (*%)

D’apres (*) et (**), R=1.
(¢) Notons R le rayon de convergence de Z cosnz™et posons : Vn € N, a,, = cosn.

On a, Vn €N, |a,| < |1] et le rayon de convergence de la série entiére Z 1.z" vaut 1.
Donc R>1. (%)
Pour z =1, la série Z cosnz" = Z cosn diverge grossiérement car cosn +— 0.

n—-4o0o
Donc R < 1. (**)

D’aprés (*) et (**), R=1.
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EXERCICE 21 analyse

Enoncé exercice 21

1. Donner la définition du rayon de convergence d’une série entiére de la variable complexe.
2. Soit (an),cy une suite bornée telle que la série Z a, diverge.

Quel est le rayon de convergence de la série entiére E an,z"™ 7 Justifier.

1" 1
3. Quel est le rayon de convergence de la série entiére Z (\/ﬁ)( YV n (1 + \f) 27
n
n=1

Corrigé exercice 21
1. Soit Z anz" une série entiére.
Le rayon de convergence R de la série entiére Z anz" est Punique élément de RY U {+o0o} défini par :
R =sup{r >0 /(a,r™) est bornée}.
On peut aussi définir le rayon de convergence de la maniére suivante :
IR € RT U {400} tel que :
)VzeC, |z] < R= Z anz" converge absolument.
ii)Vze€C, |z2| >R = Z anz" diverge (grossiérement).
R est le rayon de convergence de la série entiére Z an2" .

Pour une série entiére de la variable réelle, la définition est identique.

2. La série numérique Z a,z" diverge pour z = 1.
Donc R< 1. (%)

De plus, la suite (a,)nen étant bornée, la suite (a,1")nen est bornée.
Donc 1 € {r > 0 /(a,r™) est bornée}.
Donc R > 1. (**)

D’apres (*) et (**), R = 1.

_1n 1
3. Notons R le rayon de convergence de Z (\/ﬁ)( Y n <1 + \/ﬁ> z".
n>1

On pose, Vn € N*, a,, = (\/ﬁ)(fl)n In (1 + \/173)

1 1
VvneN"a,>—n(l+—|=b,.
1 1 . .
Or b, fodin et Z -~ diverge donc Z b, diverge.
n>1 n>1
Donc, par critére de minoration pour les séries & termes positifs,z ap diverge .  (**%)
n>1

1
De plus, Vn € N*, |a,| = an, < vnln 1+ ) <1lcarVael0,+oof, In(l+2) < .

vn
Donc (an)nen est bornée.  (¥***)

D’apres (***) et (****), on peut appliquer 2. et on en déduit que R = 1.
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EXERCICE 22 analyse

Enoncé exercice 22

1. Que peut-on dire du rayon de convergence de la somme de deux séries entiéres ? Le démontrer.

2. Développer en série entiére au voisinage de 0, en précisant le rayon de convergence, la fonction
firoz—h(Q+2)+In(l-22).

1 1 1
La série obtenue converge-t-elle pour x = 7 Tx= 3 7Tx= —3 ?

En cas de convergence, la somme de cette série est-elle continue en ces points ?

Corrigé exercice 22

1. On note R, et R} les rayons de convergence respectifs de Z anz" et Z bpz".
On note R le rayon de convergence de la série entiére somme de Z anz" et Z b,z", c’est-a-dire le rayon

de convergence de la série entiere Z(an +by)2".

On a toujours R > min(R,, Rp).

De plus, si R, # Ry alors R = min(R,, Rp).
Preuve :

On suppose par exemple que R, < Rp.

Premier cas : R, = 0.

R >0 = min(Rqy; Ry).

Deuxiéme cas : R, > 0.

Soit z € C tel que |z| < min(Rg, Rp) = R,.

Comme |z| < R, alors Z anz" converge absolument.

De méme, comme |z| < Ry, alors Z by 2™ converge absolument.

De plus, Vn € N, |(apn, + by)2"| < |anz™| + [bnz™]. (%)

Or Z (lanz"| 4 [bnzn|) converge car somme de deux séries convergentes.
Donc, par critére de majoration pour les séries a termes positifs et en utilisant (*), on en déduit que
Z [(an + by)2"| converge, c’est-a-dire Z(an + by,)2" converge absolument.
Donc |z| < R.

On a donc prouvé que V z € C, |z| < R, = |2| < R.
Donc R > sup([0, R,[), c’est-a~dire R > R, = min(Rq, Rp). (**)

On suppose maintenant que R, # R}, c’est-a-dire R, < Ryp.

Soit z € C tel que R, < |z| < Ry.

|z| < Ry, donc Z bpz" converge.

|z| > R,, donc Zanz" diverge.

Donc Z(an + b,)z" diverge (somme d’une série convergente et d’une série divergente).
On en déduit que |z| > R.

On a donc prouvé que Vz € C, R, < |z| < Ry = |2| > R.
Donc R < inf(JR4, Rp[), c’est-a-dire R < R, = min(R,, Rp). (***)

Donc, d’aprés (**) et (***), R = min(R,, Rp).
2. Pour |z| <1, In(1+2)= f (—1)n-t x"
: ) - T .
n=1
1 T2 on
Pour |z| < 3 In(1—22) = — Z ;xn

n=1
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1)77,71 _9n

1
" vaut —.
n 2

D’aprés 1., le rayon de convergence de Z (=
n>1

11
Donc le domaine de validité du développement en série entiére a l’origine de f contient } 55 { et est

t d 1
contenu dans |—=, = |.
2’2
+oo -1 n
1 )= =2
Et, pour |z| < =, f(z) = (=1 ™.
2 n
n=1
1
Pour z = -
4
(_l)n—l _9n
la série entiére Z z™ converge en 1
n>=1 n
De plus, la somme d’une série entiére de la variable réelle est continue sur son intervalle ouvert de
convergence.
+oo -1
1 1 —n==2" 1
Donc, comme || < =, alors z — Z #x" est continue en -.
2 n 4
n=1
1
Pour z = 5 :
. . (-t —2n . , 1 ,
la série entiére Z " diverge car elle est la somme d’une série convergente (5 appartient au
n>1 "
-1 n—1
disque de convergence de la série entiére Z Lz") et d’une série divergente (série harmonique).
n>1
1
Pour z = —5 ¢
. . (=1)nt—2n 1 .
la série entiére Z ™ converge en —7 comme somme de deux séries convergentes.
n>=1 n
En effet :
(=1t 1\" 1 . . . .
D’une part, Z — |73 converge car —5 appartient au disque de convergence de la série entiére
n>1 n
-1 n—1
n
n>1
D’autre part,
2" [ 1\" (=" o s L - ) o
Z ——{-3) =~ Z ~—— converge d’apreés le critére spécial des séries alternées ( la suite (- )pen-
n n ’
n>=1 n>1

est bien positive, décroissante et de limite nulle).

La continuité de la somme de la série entiére en ce point est alors assurée par le théoréme d’Abel radial.
Remarque :

Soit Z a,x" est une série entiére de rayon R > 0.

On note f la somme de cette série entiére sur son domaine de convergence.

La version du théoréme d’Abel radial au programme assure que :
+oo

+oo
si E an,R"™ converge alors lim E apx™ = g a,R"™.
>R~
n=0 n=0

n

En considérant la fonction la fonction z — f(—z) qui est la somme de la série entiére Z(—l) anz™ (de

rayon R), on a immédiatement l'extension suivante :

—+oo +oo
si Zan (—R)" converge alors lim Z apx™ = Z an (—R)".
=0 n=0

r——R*
n—=
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EXERCICE 23 analyse

Enoncé exercice 23

|ant1]

Soit (an),,cy une suite complexe telle que la suite ( o]
an

) admet une limite.
neN

1. Démontrer que les séries entiéres g ap,x™ et g (n+ 1)a,+12™ ont le méme rayon de convergence.

On le note R.
+oo
2. Démontrer que la fonction z — Z anx" est de classe C! sur l'intervalle | — R, R|.
n=0

Corrigé exercice 23

1. Posons : Vn € N, b, = (n+ 1)an41.
Notons R le rayon de convergence de la série entiére Z anx”.
Notons R’ le rayon de convergence de la série entiére Z bpx™.

|an+1| _

Par hypothése, lim =1.

li
, n—oo |ay|
Donc R = 7 (*)

avec R = 400 dans le cas £ = 0 et R = 0 dans le cas ¢ = +c0.

b1 _n +2  |anso
[bn | n+1 " |aps1]
|bn+1| -

Donc nhHH;O o] =1

1
Donc R = 7 (**).

De plus,

D’aprés (*) et (**), R’ = R.
2. Soit R le rayon de convergence de Z anx™.
On pose, Vn e NVa € |-R, R|, fn(z) = apz™.
Soit r € [0, R[. On pose D, = [—r,7].
i) Z fn converge simplement sur D,..
ii) Vn € N, f, est de classe C! sur D, .
iii) Z f est une série entiére de rayon de convergence R.
En effet :

Z fh= Znanx”_l = Z(n + 1)ay 12" et donc, d’apres 1., Z /), a pour rayon de convergence R.

Donc, d’aprés le cours, E /), converge normalement donc uniformément sur tout compact inclus dans
|- R, R[, donc converge uniformément sur D,..

+oo
On en déduit que Vr € [0, R[, S : 2 — Z anz" est de classe C* sur D,..

n=0

Donc, S est de classe C! sur |- R, R|.
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EXERCICE 24 analyse

Enoncé exercice 24
x'ﬂ
1. Déterminer le rayon de convergence de la série entiére Z (2—

n

)

+oo s

On pose S(z) = Z )l

n=0
2. Rappeler, sans démonstration, le développement en série entiére en 0 de la fonction x — ch(z) et préciser le
rayon de convergence.
3. (a) Déterminer S(z).
(b) On considére la fonction f définie sur R par :

f(0)=1, f(z)=chyzsiz>0, f(x)=cosv—xsiz<O0.

Démontrer que f est de classe C'**° sur R.

Corrigé exercice 24

x’ﬂ
1. Notons R le rayon de convergence de la série entiére Z (2—
n

v

n

Pour = # 0, posons u,, = &
. Un+1 . |.%"
1 = 1 - 0.

x
On en déduit que la série entiére Z W converge pour tout z € R et donc R = +o0.
n)!

too on
2. Vx € R, ch(z) = Z % et le rayon de convergence du développement en série entiére de la fonction ch
n)!
n=0
est égal & +o0.
+o00 n +oo  Lon
- 2 T t
3. (a) Pour x > 0, on peut écrire x = t2 et S(z) = Z = Z on)l = ch(t) = chy/x
n=0 n=0
+oo T +oo (71)nt2n
Pour z < 0, on peut écrire z = —t2 et S(z) = ZO @n)l ~ ZO o T cos(t) = cos v/ —x.
n= n=

(b) D’apres la question précédente, la fonction f n’est autre que la fonction S.
S est de classe C*° sur R car développable en série entiére a ’origine avec un rayon de convergence égal
a +o0.
Cela prouve que f est de classe C* sur R.
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EXERCICE 25 analyse

Enoncé exercice 25

1
1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonction ¢ —» ——————— est intégrable sur [0, +oo].
ey L+ 82 1 tret & [0, ool
+oo dt
2. Pour tout n € N, on pose u,, = / ——5 . Calculer lim wu,.
o 1+t2+tre? n—-+oo

Corrigé exercice 25
1. fo:t— T3 2 1ot est définie elt continue par morceaux sur [0, +00|.

1 1
Or ¢(t) fodir) et t — e est intégrable sur [1, +oo[, donc ¢ est intégrable sur [1, +oo.

Donc, par critére de majoration pour les fonctions positives, f,, est intégrable sur [1, +ool.
Or f,, est continue sur [0, 1] donc f,, est intégrable sur [0, +oo].

2. i) La suite de fonctions (f,) converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie par :

ft) = 1 S,
D7 g sie=
0 site]l,+oo

ii) Les fonctions f,, et f sont continues par morceaux sur [0, 400/
iii) Vt € [0, +o0], | fn(t)| < @(t) avec ¢ intégrable sur [0, +oo].
+oo

m u, = lim Fat) dt = / e,
0

Alors, d’aprés le théoréme de convergence dominée, li
n—-+oo n—-+4oo 0

Heo bode T
i

Donc, lim wu, = —
n—-+4oo 4
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EXERCICE 26 analyse

Enoncé exercice 26

—+o0
Pour tout entier n > 1, on pose [,, = / (
0

1
——dt.
14t2)"

1. Justifier que I,, est bien définie.

2. (a) Etudier la monotonie de la suite (1)
(b) Déterminer la limite de la suite (I,,)

neN**
neN**

3. La série Z(—l)”[n est-elle convergente ?

n>1

Corrigé exercice 26

Posons pour tout n € N* et ¢ € [0, +00], fr(t) =

b
(1 + tz)’n .

1. Vn € N*| f,, est continue sur [0, +00[.

De plus, |fn(t)]

+o0 t27

1
Or n > 1, alors t — —— est intégrable sur [1, +00[.

Donc, par régle d’équivalence, f,, est intégrable sur [1, 400 .
Or f,, est continue sur[0, 1], donc f,, est intégrable sur [0, +o0|.

2. (a)

(b)

Vit e 0, 4o0], car 1+t > 1.

1
<
(1+2)ntl = (1 4¢2)n
En intégrant, on obtient : Vn € N*, I,,.1 < I,.
Donc (I,),,cn- est décroissante.

Remarque : (I,), cy- est décroissante et clairement positive ce qui nous assure la convergence de la suite
(In)nGN* '

Déterminons la limite de la suite (1,,),,cy--
i) Vn € N*, f,, est continue par morceaux sur [0, +00|.
ii) La suite de fonctions (f,)n>1 converge simplement sur [0, +oo[ vers la fonction f définie sur [0, +o00]

0 sit>0
ar f(t) = .
par f(?) {1 stt=0
De plus, f est continue par morceaux sur [0, +ool.

iii) ¥t € [0, +o0[,¥n € N* | f,,(¢)] = p(t) avec @ intégrable sur [0, 4o0].

< 1
T14? ) .
En effet ¢ est continue sur [0, +oo] et ¢(t) fodir Comme ¢ — 72 est intégrable sur [1, +oo], donc ¢ est
o0
intégrable sur [1, +oo[. Comme ¢ est continue sur [0, 1], donc ¢ est intégrable sur [0, 1] donc sur [0, +oo].
Par le théoréme de convergence dominée on obtient :
+oo +oo
lim I, = lim fu(t)dt = / f)dt=0
0

et la suite (1), oy~ @ pour limite 0.

3. D’aprés les questions précédentes, la suite (I,,), oy~ est positive, décroissante et converge vers 0.
Donc, par application du théoréme spécial des séries alternées, on peut affirmer la convergence de la série

> (1)

n>=1
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EXERCICE 27 analyse

Enoncé exercice 27

e % 1
Pour tout n € N*, on pose r)=——— etu, = dzx.
on pose £, (0) = (s et = [ (o)

1. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) sur [0, 1].

2. Soit a € ]0, 1[. La suite de fonctions (f,) converge-t-elle uniformément sur [a, 1] ?
3. La suite de fonctions (f,,) converge-t-elle uniformément sur [0,1] ?
4

. Trouver la limite de la suite (), cy- -

Corrigé exercice 27

1. Soit z € [0, 1].
Siz=0, f,(0) = 1.

e—x

1
Si 2 €0, 1], pour n au voisinage de +oo, fy,(z) —, donc lim f,(z) = 0.

foo 22 n n—+oo
On en déduit que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f définie par :

f(a:){ 0 size€]0,1]

1 siz=0

—a

2. Soit a € ]0;1].
X e TS
VneN", Vzelall, |fulz) = f(z)| = fulz) < Tr a2 (majoration indépendante de z).

Donc f,, — f est bornée sur [a, 1] et en posant ||f, — flloc,[a,1] = sup [fu(t) — f(t)] on a:
t€la,1]

—a

e

_ <—.
an fHOO,[a,l] 1+ n2a?

e—a
Or M e =
donc lim ||fn — flloo,a,1] = O
n—-+o0o
On en déduit que (f,,) converge uniformément vers f sur [a, 1].
3. Les fonctions f,, étant continues sur [0,1] et la limite simple f ne I’étant pas, on peut assurer qu’il n’y a pas
convergence uniforme sur [0, 1].

4. i) Les fonctions f,, sont continues par morceaux sur [0, 1].
ii) (fn) converge simplement vers f sur [0, 1], continue par morceaux sur [0, 1] .
iii) De plus, Vz € [0,1], |fn(z)] < e * <1 = ¢(z) avec ¢ : [0,1] — RT continue par morceaux et intégrable
sur [0,1] .

D’aprés le théoréme de convergence dominée, on peut donc affirmer que :

lim w, = lim /lfn(m)dx:/lf(x)dxzo.
0 0

n—-+oo n—-+oo
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EXERCICE 28 analyse

Enoncé exercice 28

N.B. : les deux questions sont indépendantes.

1. La fonction x — est-elle intégrable sur |2, 4+o00[?

671;
vz —4
2. Soit @ un réel strictement positif.

1
La fonction x — % est-elle intégrable sur |0, 4o00[?

£/ _|_:L-2a

Corrigé exercice 28
e—:c
Va2 —4

f est continue sur ]2, +o0[.

1. Soit f:x+—

e " e 2 1
f(@#)= ——m—/———~ — X ———.
(z—2)(xz+2) 2 2 (x—2)2
1 1
Or z — W est intégrable sur |2, 3] (fonction de Riemann intégrable sur |2, 3] car 3 < 1).
r—2)2

Donc, par régle d’équivalence, f est intégrable sur |2,3]. (*)

e
fla) ~ S =gla) 1

. 2 _ .. _ .
Or mgrfooa: g(x) = 0 donc, au voisinage de +oo, g(x) = 0(x2)'

Comme x — % est intégrable sur [3, 400, on en déduit que g est intégrable sur [3, +ool.
Donc, par réglexd’équivalence, [ est intégrable sur [3,+oo[.  (**)
D’aprés (*) et (**), f est intégrable sur ]2, +o0[.

2. Soit a un réel strictement positif.

|
On pose Vz € ]0,+00|, f(z) = ne

V14 a2
f est continue sur |0, 4o0].
[f(@)] ~ |Inz] = g(x).
1
Or lim z%g(x) = 0 donc, au voisinage de 0, g(z) = o (1>
z—0 z3
1 1
Or & — — est intégrable sur ]0, 1] (fonction de Riemann intégrable sur ]0, 1] car 3 < 1).
T2
Donc g est intégrable sur |0, 1].
Donc, par régle d’équivalence, |f]| est intégrable sur ]0, 1].
Donc, f est intégrable sur |0,1]  (*)

Inx

~ = h(x).
f@) o 2 = ()
Premier cas : si ¢ > 1.

a —a 1
lim z'2°h(z) = lim 2’2" Inz =0, donc, au voisinage de 400, h(z) = o (1“)
r——+00 r——+00 xr 2

1
Or x — —— est intégrable sur [1, +-00[ (fonction de Riemann intégrable sur [1, 00| car

xr 2
Donc, h est intégrable sur [1, 4o00].
Donc, par régle d’équivalence, f est intégrable sur [1,+oo[. (*¥).

D’aprés (*) et (**), f est intégrable sur ]0, +o0[.
Deuxiéme cas : sia <1

1
V€ le, +oof, h(z) > et
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1
Or x — — mnon intégrable sur [e, +-o0].(fonction de Riemann avec a < 1)

Donc, par régle de minoration pour les fonctions positives, h non intégrable sur [e, +00o[
Donc, par régle d’équivalence, f non intégrable sur [e, +00l.

Donc, f non intégrable sur |0, 4o0].
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EXERCICE 29 analyse

Enoncé exercice 29
On pose : ¥z €]0, +oo[, Vt €0, +oo[, f(z,t) =e 1>~ .

1. Démontrer que : ¥V € ]0,4o00], la fonction ¢ — f(z,t) est intégrable sur ]0, 4o0].

+oo
On pose alors : Vz €]0, +oo[, T'(z) = / et =14¢.
0

2. Pour tout x €]0, +oo[, exprimer I'(z + 1) en fonction de I'(z).

3. Démontrer que I est de classe C! sur |0, +oo] et exprimer I'/(z) sous forme d’intégrale.

Corrigé exercice 29

1. Soit x € ]0, 4+00[.

La fonction ¢ — e %!

est définie, positive et continue par morceaux sur |0, +o0].

f(z,t) ~. t*lett s t* 1l = est intégrable sur ]0, 1] (fonction de Riemann avec 1 —z < 1).
t—0

tl—aﬁ
Donc, par critére d’équivalence, ¢t — f(x,t) est intégrable sur 0,1] . (¥)

1).

De plus, lim t?f(z,t) = 0, donc, pour ¢ au voisinage de +oo, f(x,t) = o(—
t—+o00 t2

1
Or t — — est intégrable sur [1, +-o0] (fonction de Riemann intégrable).
Donc t — f(x,t) est intégrable sur [1,+oo[. (**)

Donc, d’aprés (*) et (**), t — f(x,t) est intégrable sur ]0, +o0].
—+o0 —+oo
e . . . e . N —t,x —t, o0 —t,r—1
2. Par intégration par parties, justifiée ci-apreés / e "tvdt = [—e t }0 + x/ e “t*THdt.
0 0
Le terme de variation posséde des limites finies & ses bornes par croissances comparées, et est de valeur

nulle, ce qui valide ce calcul et donne
Iz +1) =al(x).
3. i) pour tout > 0, ¢t — f(z,t) est continue par morceaux et intégrable sur |0, +oo[ (d’aprés la question 1.).
0
ii) Vt €]0,+o00], la fonction = — f(z,t) est dérivable et V (z,t) € ]0, +oo[2,a—f(ac7t) = (Int)e t*~1.
z
of

iii) Pour tout « > 0, t — —=(z,t) est continue par morceaux sur |0, +oo].

oz
0
iv) Pour tout ¢t > 0, z — —f(x,t) est continue sur |0, 4o00].
v) Pour tout [a,b] C ]0,4+o00[ et V (¢, ) € |0, +00] X [a,d] :
of |Intle®t*! si te]0,1]
- < — ’
ax (xat) X Qo(t) avec @(t) { |1nt|e7ttb71 Si t c [1,+OO[
avec ¢ continue par morceaux et intégrable sur ]0, +o00|.
En effet :

a a
1—— —
~ a=1 _ 1 2 =1i 2 =
o(t) ~ |Intt @1(t) et tl_lféit e1(t) lim ¢ |Int| = 0.

1
Donc, au voisinage de 0%, ¢1(t) = o a

)

1
Ort+— 7 est intégrable sur ]0, 1[(fonction de Riemann avec 1 — g <1).

t 2
Donc, ¢ est intégrable sur ]0, 1].
Donc, par critére d’équivalence pour les fonctions positives, ¢ est intégrable sur ]0,1[.  (¥)
: 2 _

1
Done, pour ¢ au voisinage de +oo, ¢(t) = o(t—2).
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1
Or, t — — est intégrable sur [1, +oo[ (fonction de Riemann intégrable).
Donc ¢ est intégrable sur [1,+oo[.  (**)
D’aprés (*) et (**), ¢ est intégrable sur |0, +o00].

D’oil, d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres, I' est de classe C! sur ]0, +ool.
+oo

De plus, Vz € 10, +o0[, I'"(x) = / (Int)e "t*~1 dt.
0
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EXERCICE 30 analyse

Enoncé exercice 30

1. Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.
“+o0
2. Démontrer que la fonction f: 2 +— / e’ cos (xt)dt est de classe C* sur R.
0

3. (a) Trouver une équation différentielle linéaire (E) d’ordre 1 dont f est solution.
(b) Reésoudre (E).

Corrigé exercice 30

1. Soit u : (z,t) — u(x,t) une fonction définie de X x I vers C, avec X et I intervalles contenant au moins
deux points de R.
On suppose que :
i)Va € X, t — u(x,t) est continue par morceaux et intégrable sur I.
On pose alors Vo € X, f(x) = [; u(z,t)dt.

U
ii) u admet une dérivée partielle 5, S X x I vérifiant :
x
ou .
-Vre X, t— a—(z, t) est continue par morceaux sur I.
x

3}
-Vtel,z— a—u(as,t) est continue sur X.
x

iii) il existe ¢ : I — RT continue par morceaux, positive et intégrable sur I vérifiant :

W@ t) € X x I, | 2@, 0| < o(@).
Ox
Alors la fonction f est de classe C! sur X et Vo € X, f/(z) = / ?(az,t) dt.
%y

2. On pose V (z,t) € R x [0, 00|, u(z,t) = et cos(xt).
i) Vz e R, t — u(z,t) est continue sur [0, +o0l.
De plus, Vz € R, |u(xz,t)] <e .
Or lim #2e~t" =0, donc, au voisinage de +o0, e=** = o <1>
t—+oo $2
Donc, t — u(z,t) est intégrable sur [0, +-o00[.

il) V (z,t) € R x [0, +o0, %(m,t) = —te=" sin(at).

ou .
—(x,t) est continue par morceaux sur [0, 4o0]. .

Ox

3
-Vt € [0,4+], x — a—u(x, t) est continue sur R .
x

-1ii) V (x,t) € R x [0, —|—oo[,'gZ(a:,t)
[0, +o0l.

-V eR, t—

< te=’ = o(t) avec ¢ continue par morceaux, positive et intégrable sur

1
)
On en déduit que ¢ est intégrable sur [1, +o00o[ et comme elle est continue sur [0, 1[, alors ¢ est bien
intégrable sur [0, +-o00[.

En effet, , ligl t2¢(t) = 0 donc, au voisinage de +00, p(t) = of
— o0

Donc f est de classe C! sur R et :

+oo
VzeR, fl(z) = / —te™ " sin(zt)dt
0

+oo
3.(a) Ona,Vz € R, f/(x) = / —te~ " sin(xt) dt.
0
Procédons a une intégration par parties, justifiée par I'existence immédiate de limites finies aux bornes

du terme de variation.
—+o0

+oo 2 1 2 Foo X 2
/ —te™" sin(xt)dt = {ct sin(zt)] —/ “e™ " cos(wt) dt
0 2 o 2

0
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ce qui donne f'(z) + gf(a:) =0.

Donc f est solution de 1’équation différentielle (F) : 3y + gy =0.

IIJ2

(b) Les solutions de (E) sont les fonctions y définies par y(z) = Ae 4, avec A€R.
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EXERCICE 31 analyse

Enoncé exercice 31

1. Déterminer une primitive de z — cos? z.

3

2. Résoudre sur R 'équation différentielle : y” + y = cos® 2 en utilisant la méthode de variation des

constantes.

Corrigé exercice 31

1
1. En linéarisant cos® x, on obtient cos*z = A (cos(4x) 4+ 4 cos(2x) + 3).

1 1
Donce, z — 2 sin(4x) + 1 sin(2z) + 3% est une primitive de x — cos® x.
2. Notons (E) I’équation différentielle y” + y = cos? x .
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.

Les solutions de 1’équation homogéne associée sont les fonctions y définies par : y(x) = Acosx + psinz.

Par la méthode de variation des constantes,
on cherche une solution particuliére de (E) de la forme y,(x)

N(z)cosx + p/(z) sinz =0 N (z) = —sinxcos® x
dérivables vérifiant : , ] , ,  le 4
—N(z)sinz + p'(z) cosz = cos” x W (x) = cos*
1
A(z) = ~ cos* x convient.
4 1 1 3
D’apreés la question 1., u(x) = 2 sin(4x) + 1 sin(2x) + 3% convient.
1 1 1 3
On en déduit que la fonction y, définie par y,(x) = 1 cos® x + (32 sin(4z) + 1 sin(2x) + 896) sinz est une

solution particuliére de (E).

Finalement, les solutions de ’équation (E) sont les fonctions y définies par :
y(x) = Acosz + psinx + y,(z), avec (A, u) € R2.
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EXERCICE 32 analyse

Enoncé exercice 32

Soit I’équation différentielle : x(xz — 1)y” + 3zy’ + y = 0.
1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiére sur un intervalle |—r, r|

de R, avec r > 0.
Déterminer la somme des séries entiéres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de z:(x — 1)y” 4+ 3y’ + y = 0 sur ]0; 1] sont les restrictions d’une fonction
développable en série entiére sur |—1,1[?
Corrigé exercice 32

1. Soit Z a,x" une série entiére de rayon de convergence R > 0 et de somme S.
Pour tout = € |—R, R|,

400 “+o0 400 “+o0
S(z) = Z anz™, S'(z) = Z nap,z™ et S”(z) = Z n(n —1a,z" 2 = Z (n+ Dna, 12"t
n=0 n=1 n=2 n=1
+oo
Donc z(z — 1)S"(z) + 325" (z) + S(z) = Z ((n+1)%an —n(n+1)aysq1) z™

n=0
Par unicité des coefficients d’un développement en série entiére, la fonction S est solution sur |—R, R[ de
'équation étudiée si, et seulement si, Vn € N, (n + 1)%a,, — n(n + 1)a,41 = 0.
Cest-a-dire : Vn € N, na,11 = (n+ 1)ay,.
Ce qui revient a : Vn € N, a,, = na;.
Le rayon de convergence de la série entiére Z nz™ étant égal & 1, on peut affirmer que les fonctions
développables en série entiére solutions de ’équation sont les fonctions :

—+oo
T a ;nx” = alx% <1 i$> = (16112)2 définies sur |—1, 1], avec a; € R.
2. Notons (F) I'équation z(x — 1)y"” + 32y’ +y = 0.
Prouvons que les solutions de (F) sur ]0; 1[ ne sont pas toutes développables en série entiére a ’origine.
Raisonnons par ’absurde.
Si toutes les solutions de (E) sur |0; 1] étaient développables en série entiére a l'origine alors, d’aprés 1.,
I’ensemble des solutions de (E) sur ]0; 1] serait égal a la droite vectorielle Vect(f) ou f est la fonction

définie par Vx € ]0; 1], f(z) = a—ar

Or, d’aprés le cours, comme les fonctions z — x(z — 1),  — 3z et £ — 1 sont continues sur ]0; 1] et que
la fonction  — x(z — 1) ne s’annule pas sur ]0; 1[, ’ensemble des solutions de (E) sur ]0; 1] est un plan
vectoriel.

D’ou l'absurdité.
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EXERCICE 33 analyse

Enoncé exercice 33

On pose : V (z,y) € R?\ {(0,0)}, f (2,y) = i

7 et £(0,0) =0.
o £(0,0)

1. Démontrer que f est continue sur R2.
2. Démontrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R2.
3. f est-elle de classe C' sur R? ? Justifier.

Corrigé exercice 33

1. Par opérations sur les fonctions continues, f est continue sur I'ouvert R?\ {(0,0)}.

On considére la norme euclidienne sur R? définie par V (z,y) € R?, ||(z,y)|]2 = /22 + 2.

OnaV(z,y) € R?, |z] < [[(z,y)ll2 et |y < [|(2,y)]]2-
On en déduit que ¥ (z,y) € R?\ {(0,0)},

) — 70,0 = AL @Dy g,

M@yl T @)l (2.9)—+(0,0)
On en déduit que f est continue en (0, 0).

Ainsi f est continue sur R?.

2. Par opérations sur les fonctions admettant des dérivées partielles, f admet des dérivées partielles en tout

point de I'ouvert R?\ {(0,0)}.
En (0,0) :

lim — (f(¢,0) — £(0,0)) =0, donc f admet une dérivée partielle en (0,0) par rapport & sa premiére variable

t—0 t

af B

1
De méme, }iné n (f(0,t) — £(0,0)) =0 . Donc f admet une dérivée partielle en (0,
—

9]
seconde variable et —f((), 0)=0.

y

0) par rapport a sa

0 0
3. D’aprés le cours, f est de classe C'! sur R? si et seulement si a—i et a—:]; existent et sont continues sur R2.
of y®
Or, Y(z,y) € R*\ {(0,0)}, %(x,y) =3
(ﬂc1 +y?)?

On remarque que Vz > 0, 8—‘/:(:1:,:1:) =

Ox 2V2
1 af

. Of B
Donc, $£rg+ %(x,x) RN %(0,0).

0
On en déduit que of n’est pas continue en (0,0).

ox

Donc f n’est pas de classe C* sur R?.
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EXERCICE 34 analyse

Enoncé exercice 34

Soit A une partie non vide d’un R-espace vectoriel normé FE.

—_

. Rappeler la définition d’un point adhérent a A, en termes de voisinages ou de boules.

[\

. Démontrer que : x € A <= 3(2,,)nen telle que, Vn € Nz, € Aet lim z, = z.

n—-+oo

3. Démontrer que, si A est un sous-espace vectoriel de E, alors A est un sous-espace vectoriel de F.
4. Soient B une autre partie non vide de E. Montrer que A x B = A x B.

Corrigé exercice 34

On note || || la norme sur E.

1. Soit A une partie non vide de F.
V(a) désigne ensemble des voisinages de a.
Vr >0, Bo(a,r) désigne la boule ouverte de centre a et de rayon r.

Soit a € F.

a€A < VVeVi), VNA#D.
Ou encore :

a€A < Vr>0, Bo(a,r)NA#.

2. Soit z € A.
Prouvons que 3(z,, )nen telle que, Vn €N, z, € Aet lim =z, =x.

n——+00
Par hypothese, Vr > 0, By(a,r) N A # 0.
1
Donc Vn € N*, Bo(z, —) N A # 0.
n

1
C’est-a-dire Vn € N*, Jx,, € Bo(x,—) N A.
n
On fixe alors, pour tout entier naturel n non nul, un tel z,,.
1
Ainsi, la suite (@, )nen- est une suite a valeurs dans A et Vn € N*, ||z, — 2] < —.
n

C’est-a-dire la suite (x,)nen+ converge vers .

Soit « € E. On suppose que (2, )nen telle que Vn € N, 2, € A et lim =z, = x.

n—-+oo
Prouvons que z € A.
Soit V € V(z). Alors, 3e > 0 tel que By(z,e) C V.
On fixe un tel e strictement positif.
lim z, =2 donc 3N € Ntelque Yn e N, n > N = ||z, —z|| <e.

n—-+oo
On fixe un tel entier N.

Donc, comme (z,,) est a valeurs dans A, on en déduit que Vn € Ny n > N = z,, € Bo(z,e) N A.
Or By(z,e) CV,doncVn e Ny n > N = 1z, € VN A, c’est-a-dire VN A # (.
On peut en conclure que z € A.
3. ACEctOpeAcarOg € Aet AC A.
Soit (z,y) € ([1)2 et A e K.
D’aprés 1., 1l existe deux suites (z,,) et (y,) d’éléments de A convergeant respectivement vers z et y.
On a alors lim (x, + Ayn) = = + Ay.
n—+4oo
Or A est un sous-espace vectoriel de E et ¥n € N, (x,,,y,) € A% | donc z,, + My, € A.

On en déduit que la suite (Zn + AYn)nen est & valeurs dans A et converge vers x + Ay.
On a bien = + Ay € A.
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4. On a les équivalences suivantes, pour tout (z,y) € E? :

(@.y) €Ax B = H(wn,yn)Inen € (Ax B)Y, lim (zn,yn) = (2,9)
— 3((xn)n€N7 (yn)neN) €A x B, ngr_{}w Tp=x et HEI_EOO Yn =Y
— <E|(xn)n€N € AN7 nll)rfoo Ty = 1’) et (a(yn)nGN € AN? ngrfoo Yn = (E>
— xc€Aet ychB
<~ (w,y) € AxB.

On en déduit I’égalité d’ensembles A x B = A x B.
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EXERCICE 35 analyse

Enoncé exercice 35

FE et F désignent deux espaces vectoriels normeés.
On note || ||g ( respectivement || ||r) la norme sur E (respectivement sur F).
1. Soient f une application de E dans F' et a un point de FE.
On considére les propositions suivantes :

P1. f est continue en a.

P2. Pour toute suite (z,)nen d’éléments de E telle que lirf ZTpn = a, alors liIJIrl f(zn) = f(a).
n—-+0o0o n—r-+0o0

Prouver que les propositions P1 et P2 sont équivalentes.

2. Soit A une partie dense dans F, et soient f et g deux applications continues de E dans F'.
Démontrer que si, pour tout x € A, f(x) = g(x), alors f = g.

Corrigé exercice 35

1. Prouvons que Pl. = P2..
Supposons f continue en a.
Soit (2, )nen une suite d’éléments de E convergeant vers a. Prouvons que nll)rfoo f(zn) = f(a).
Soit € > 0.
Par continuité de f ena, 3o >0/ Ve € E,||lz —a| g < a=|f(z) - fla)|r <e. (¥)
On fixe un tel « strictement positif.
Par convergence de (z,)neny versa, IN €N / VneN;n > N = ||z, —al|p < .
On fixe un N convenable.
Alors, d’aprés (*), Vn e Nyn 2 N = || f(zn) — f(a)||p < e.
On peut donc conclure que ngrfm f(zn) = f(a).

Prouvons que P2. = P1.

Supposons P2. vraie.

Raisonnons par ’absurde en supposant que f non continue en a.

Cest-a-dire 3e >0 /Va > 0,3z € E tel que ||z —a||lg < a et ||f(z) — fa)|lr > ¢.
On fixe un tel ¢ strictement positif.

1 1
Alors, Vn € N*, en prenant v = —, il existe x,, € E tel que ||z, —a||lg < — et ||f(z,) — f(a)|lr > . ()
n n

Comme Vn € N*, ||z, —a||g < %, la suite (x,)nen+ ainsi construite converge vers a.
Done, d’aprés 'hypotheése, la suite (f(xy,))nen+ converge vers f(a).
Donc IN e N* tel que Vn e Ny n > N = ||f(zn) — f(a||r < %
Ainsi, on obtient une contradiction avec (*).
2. Soit z € E.
Puisque la partie A est dense dans F, il existe une suite (z,)n,eny d’éléments de A telle que nll)rfoo T, = T.

On a alors : Vn € N, f(z,,) = g(x,,).
Et en passant a la limite, sachant que f et g sont continues sur E, on obtient f(z) = g(x).
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EXERCICE 36 analyse

Enoncé exercice 36

Soient E et F' deux espaces vectoriels normeés sur le corps R.
On note || ||g ( respectivement || ||) la norme sur E (respectivement sur F).

1. Démontrer que si f est une application linéaire de E dans F', alors les propriétés suivantes sont deux a
deux équivalentes :

P1. f est continue sur F.
P2. f est continue en Og.
P3. 3k > 0 tel que : Vo € E, || f(2)||z < k||z] 5.

2. Soit E lespace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R muni de la norme définie par :

1
Ifllcc = sup |f(z)|. On considére l'application ¢ de E dans R définie par : ¢(f) = / f)de.
z€[0;1] 0

Démontrer que ¢ est linéaire et continue.

Corrigé exercice 36
1. P1 = P2 de maniére évidente.

Prouvons que P2 = P3.

Supposons f continue en Og.

Pour e =1 >0, il existe « > 0 tel que Vo € E, ||z — 0| p < a = | f(z) — f(0r)||» < 1.
Soit z € £

Si x # 0, posons y =

x. Puisque ||y||p = a, ona [|[f(y)| < 1.
2]l )

Donc, par linéarité de f on obtient || f(z)| < — ||lz|| 5-
e
Si z = 0p l'inégalité précédente est encore vérifiée.
1
En prenant alors £ = —, on obtient le résultat voulu.
e

Prouvons que P3 = P1.

Supposons que Ik > 0 tel que Vo € E, ||f(2)|| p < k2] 5 -

Comme f est linéaire, ¥(z,y) € B2, || f(y) - f(@)l5 = | f(y - 2)llx < klly - 2ll -
La fonction f est alors lipschitzienne, donc continue sur F.

En effet :

Soit a € F.

Soit € > 0.

Ona:Vre B, | f() - (@)l <kla—al.

On pose a = <

k

Alors : Vx € E, ||z —allp < a = ||f(z) — f(a)||p <e.
Donc f est continue en a.

2. L’application ¢ est une forme linéaire par linéarité de l'intégrale.
1 1 1
Do pius, 7 < B, loth) = | [ sy < [C1no1ar< [Cislae=
0 0 0

Donc ¢ vérifie la propriété P3.
Donc d’aprés 1., ¢ est continue sur F.
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EXERCICE 37 analyse

Enoncé exercice 37

On note F D'espace vectoriel des applications continues de [0; 1] dans R.

On pose :Vf € FE, Noo(f) = sup |f(x)] et Ny(f /|f )|dt.

z€[0;1

1. (a) Démontrer que Ny, et N1 sont deux normes sur E.
(b) Démontrer qu’il existe k& > 0 tel que, pour tout f de E, N1(f) < kNoo(f)-
(¢) Démontrer que tout ouvert pour la norme N; est un ouvert pour la norme N

2. Démontrer que les normes N; et N, ne sont pas équivalentes.

Corrigé exercice 37

1. (a) Prouvons que N4 est une norme sur E.
YV f € E, |f]| est positive et continue sur le segment [0, 1] donc f est bornée et donc N (f) existe et est
positive.
i) Soit f € E telle que Noo(f) = 0.
Alors, Vt € [0,1], | f(t)] =0, donc f = 0.

ii) Soit A € R. Soit f € E. Comme |A| > 0, on a par positive homogénéité de la borne supérieure

Neo(Af) = sup [Af(x)] = sup |A[[f(z)| = [A] sup [f(2)] = |A|Noo(f)-

x€[0;1] z€[0;1] z€[0;1]

iii) Soit (f,g) € E%

vVt e [0,1L1(f + 9] < [f(E)] +[9(t)] < Noo(f) + Noc(9)-
Donc Noo(f 4 9) < Neo(f) + Noo(9).

On en déduit que N, est une norme.

Prouvons que Nj est une norme sur E.

YV f € E, |f| est continue et positive sur [0, 1] donc Ny (f) existe et est positive.

i) Soit f € E telle que N1(f) = 0.

Or | f] est continue et positive sur [0, 1], donc |f]| est nulle.

C’est-a-dire f = 0.

ii) Soit A € R. Soit f € E.
1 1

MH) = [ rolde = [ 1701 = V).

0 0
iii) Soit (f,g) € E2.
Viel0,1], |(f+9)@®)| <I|f(@)]+ |g(t)|- Donc, par linéarité de l'intégrale, N1(f + g) < N1(f) + N1(g).

On en déduit que N; est une norme sur F.

1 1
(b) k=1 convient car, V f € E, N1(f) :/0 ()] dt < /0 Noo(f)dt = N (f).

(¢) L’application identité de E, muni de la norme N, vers E, muni de la norme N7, est continue car
linéaire et vérifiant V f € E, N1(f) < kN (f).
L’image réciproque d’un ouvert par une application continue étant un ouvert, on en déduit que :
un ouvert pour la norme N7 est un ouvert pour la norme N.
On peut aussi raisonner de fagon plus élémentaire par inclusion de boules et retour a la définition d’un
ouvert.

2. Pour f,(t) =t", ona N,(f,) = (fn)

Na(f)
et Noo(fn) =1, donc nll}rfoo ™) +00.

n+1
Donc ces deux normes ne sont donc pas équivalentes.
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EXERCICE 38 analyse

Enoncé exercice 38
1
1. On se place sur F = C ([0, 1], R), muni de la norme || ||y définie par : V f € E, || f||1 :/ |f(t)|dt.
0
EFE — E *
avec Vz € [0,1], = t)dt.
§ D =y Meeve el @ = [ o

On admet que u est un endomorphisme de F.
Prouver que u est continue et calculer |||u]l].
Indication : considérer, pour tout entier n non nul, la fonction f,, définie par f,(t) = ne

Soit w :

7nt.
2. Soit n € N*. Soit (a1, as, ...,a,) € R™ un n-uplet non nul, fixé.

R"™ — R

. n

Soit u : .

(x17x27"~7xn) — E ;g
=1

(a) Justifier que u est continue quel que soit le choix de la norme sur R™.
n
(b) On munit R" de || |2 ott Var = (1, 2, ... 7n) € R™, [[zf]a = | Y a3
k=1

Calculer [||ul||-

3. Déterminer un espace vectoriel E, une norme sur E et un endomorphisme de E non continu pour la norme
choisie. Justifier.

Remarque : Les questions 1., 2. et 3. sont indépendantes.

Corrigé exercice 38
1. Soit f € E. On pose g = u(f).
On a Va € [0,1], g(z) = / F(t)dt.

0
1 1 T
Done fllls = [ lata)lde = [ | [ sieya

Or, Va € [0, 1], /wa(t)dt‘g " IF)dt.

T 1
De plus, |f| est positive donc Vz € [0, 1], / |f(t)|dt</ [f@)|dt = 1|l
0 0

dx.

0
0

1
Done |lg]|s </ A1t = |17

0
Done Vf € E, [[u(f)l[x < [If]lx-
[lu(A)lls

Donc u est continue sur E et |||u]|]] = sup T
fee\{o}

Et on en déduit que |||u||| <1 (*)
On pose, Vn € N*, Vz € [0,1], fn(t) = ne™"".

15l = [ 0]t = [-e]y = 1= e
lu(Flh = [ () @)

Or, u(fn)(x) = / ne Mdt =1—e "
0
De plus, Vz € [0,1], 1 —e™™* > 0.
1
. 1
Done [[u( /)| = / (1— ) da = [x + e—m} 1 leno L
n

0 0
On en déduit que el _ 14 o™ =5
[ fnll1 L—e™
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Puis, comme ||[ul|| = sup Hu‘f}c‘)‘”l et que Vn € N*, f,, € F alors Vn € N*, |||u]|| > [ fo)llx
reE\{0} [fll2
: 14 ten -1
Cest-a-dire, Vn € N*| |||u]|| > —2——2.
l—e™m

Et donc, en faisant tendre n vers +oo, on en déduit que |||u||| =1 (**)

Donc, d’aprés (*) et (**), on en déduit que |||u||| = 1.

2. (a) u est clairement linéaire et R™ est de dimension finie donc, d’aprés le cours, u est continue sur R™ et ce,

quelque soit le choix de la norme sur R™, puisqu’elles sont toutes équivalentes.

(b)
(o))

llzll2 *

llulll = sup

z€R™\{0}
Soit x = (x1, X2, ..., x,) € R™.
On pose a = (a1, az, ..., a,). On a |u(x)| = |(z|a)|.
Donc, d’aprés U'inégalité de Cauchy-Schwarz, |u(x)]
Done [[[ull] < flall2 (%)

< [lallzl2(l2-

On pose =z = a.

2
22 0 done @) _ lall3
lefl> ~ [lall
Do full] > [lall2 ()
Donc, d'apres (°) et (=), [ful]| = [lall2

3. On se place sur E = R[X].

P
A _ k _

Pour tout polynéme P = kz_oakX de E, on pose ||P|| = Orélka%(p\ak\.

On considére alors 'endomorphisme w de E défini par :VP € E, u(P) = P'.

On pose Vn € N, P, = X".

wn e N, Lual

IE=A

e
12

Donc ik € Rt/ VP € E.||[u(P)|| < k|| P|].

Donc u n’est pas continue sur £ muni de la norme || ||

lim
n—-4oo

=n et donc +00.
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EXERCICE 39 analyse

Enoncé exercice 39

On note [ I'ensemble des suites 2 = (7,,),en de nombres réels telles que la série Z x2 converge.

1. (a) Démontrer que, pour & = (2, )nen € 2 et ¥y = (Yn)nen € 2, la série anyn converge.

+oo
On pose alors (z|y) = Z Tnln-
n=0

(b) Démontrer que [2 est un sous-espace vectoriel de 1'espace vectoriel des suites de nombres réels.

Dans la suite de I'exercice, on admet que (| ) est un produit scalaire dans I2.

On suppose que [? est muni de ce produit scalaire et de la norme euclidienne associée, notée || ||.
2. Soit p € N. Pour tout @ = (x,,) € [?, on pose p(z) = z,.

Démontrer que ¢ est une application linéaire et continue de I2 dans R.

3. On considére 'ensemble F' des suites réelles presque nulles c’est-a-dire ’ensemble des suites réelles dont

tous les termes sont nuls sauf peut-étre un nombre fini de termes.
Déterminer F'+ (au sens de (| )).

Comparer F et (Fl)l.
Corrigé exercice 39
1. (a) Soit (z,y) € (12)2 avec T = (Tn)nen €t Y = (Yn)nen-

1
VneN, |$nyn| < ) (xgx +y72l)

Or Zmi et Z y2 convergent donc, par critére de majoration des séries & termes positifs, anyn

converge absolument, donc converge.
(b) La suite nulle appartient & 2.

Soit (z,y) € (12)2 avec T = (Tp)nenN et ¥ = (Yn)nen. Soit A € R.

Montrons que z = z + Ay € [2.

On a z = (zn)nen avec Vn € N, z,, = a2, + Ayn.

VneN, 22 = (z, + Ayn)? = 22 + 2292 + 22z, (1)

Par hypothese, in et Zyi convergent et d’aprés 1.(a), anyn converge.
Done, d’apreés (1), Z 22 converge.

Donc z € I2.

On en déduit que 1% est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites réelles.

2. Soit (z,y) € 12 ot = (Tp)nen et Y = (Yn)nen. Soit A € R.
On pose z =z + Ay avec z = (Zp)neN.
OnaVneN, z,=x,+ A\yn.
Ainsi, ¢(z + Ay) = ¢(2) = 2p = 2p + Ayp = @(2) + Ap(y).
Donc ¢ est lindaire sur [2. (*)
+oo
Va=(z,) €2 |z,? < Zwi, done |z,| < ||zl

n=0

Done V& = (zn)nen € %, [@(x)] = lap| < [|2]]  (*)

D’aprés (*) et (**), ¢ est continue sur /2.

3. On remarque déja que F C I
Analyse :
Soit & = (2 )nen € F*.
Alors Vy € F, (z|y) = 0.
Soit p € N.
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On considére la suite y = (yp)nen de F' définie par :
1 sin=p

0 sinon

y € F', donc (z]y) = 0, donc z,, = 0.

On en déduit que, Vp € N, z, = 0.

C’est-a-dire x = 0.

VvneN, y, =

Synthese :
la suite nulle appartient bien a F1.

Conclusion : F+ = {0}.

Ainsi, (F+)+ =12
On constate alors que F' # (F1)+.
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EXERCICE 40 analyse

Enoncé exercice 40

Soit A une algébre de dimension finie admettant e pour élément unité et munie d’une norme notée || ||.
On suppose que : V(u,v) € A%, [|Ju.v|| < [|u|].]|v]].

1. Soit w un élément de A tel que |lul| < 1.

(a)
(b)

Démontrer que la série E u™ est convergente.

Démontrer que (e — u) est inversible et que (e — u) Z u”

2. Démontrer que, pour tout u € A, la série z —' converge.
n!

Corrigé exercice 40

1. (a)

2. On

Soit  un élément de A tel que |lul| < 1.
D’aprés les hypothéses, on a [|u?|| < ||ul|?.

On en déduit, par récurrence, que Vn € N* ||u™||

< ull™.
Puisque ||u|| < 1, la série numérique Z lu||" est convergente et, par comparaison des séries a termes

positifs, on peut affirmer que la série vectorielle Zu" est absolument convergente.

Puisque 'algébre A est de dimension finie, la série Zu” converge.
N
Pour tout N € N, ona(e—u)Zu":e—uNH. (1)
n=0
A — A
— (e—u)x
Et, comme A est de dimension finie, on en déduit que ¢ est continue sur A.

L’application ¢ : est linéaire.

N “+oc0o
Posons alors pour tout n € N, Sy = Z u" et S = Z u™.
n=0 n=0

Nlim Sy =8 (d’aprés 1.a) et ¢ est continue sur A donc, par caractérisation séquentielle de la
—+o0

continuité, Nl_l)IE »(SN) = ¢(5).

Cest-a-dire lim (e —u Z u" =(e—u Z u"

N—+oco

De plus, [[u™ ] < Ju| VT — 0.

N—+o00
: _ o NA41Y
Donc NLHEOO (e—ulNTl) =e. (3)
+oo
Ainsi, d’apreés (1), (2) et (3), on en déduit que : (e —u) Z u" =e.
n=0

+oo
On prouve, de méme, que <Z u”) (e—u)=e.

n=0
Et donc, e — u est inversible avec (e — u) g u”
Mol [Jull™
a Tl < 0 De plus, la série exponentielle E —|— converge.
n! n n!

n

Donc, par comparaison des séries & termes positifs, la série vectorielle g — est absolument convergente et

n!

donc convergente, car A est de dimension finie.
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EXERCICE 41 analyse

Enoncé exercice 41
Soit f I'application de R? dans R définie par f : (z,y) — 42% + 122y — 2.
Soit C' = {(z,y) € R?, 2% + 42 = 13}.

1. Justifier que f atteint un maximum et un minimum sur C'.
2. Soit (u,v) € C' un point ou f atteint un de ses extremums.

(a) Justifier avec un théoréme du programme qu’il existe un réel A tel que le systéme (.S) suivant soit
vérifié :
) du +6v = du
() { 6bu —v =
(b) Montrer que (A —4)(A+1) — 36 =0.
En déduire les valeurs possibles de .

3. Déterminer les valeurs possibles de (u,v), puis donner le maximum et le minimum de f sur C.

Corrigé exercice 41

1. C est la sphére de R? de centre (0,0) et de rayon v/13 pour la norme ||.||o usuelle.
C est donc une partie fermée et bornée de R2.
Comme R? est de dimension finie, C est un compact de R2.
On a aussi C # 0.
f est une application polynomiale donc f est continue sur le compact C.
Donc f atteint un maximum et un minimum sur C.
2. (a) Soit g: (z,y) > 2% +y* — 13.
g est de classe C'! sur R? en tant que fonction polynomiale, tout comme f.
De plus, le gradient de g est Vg : (z,y) — (22, 2y)
de sorte que Vg(z,y) = (0,0) si et seulement si (z,y) = (0,0).
On en déduit que Vg ne s’annule pas sur C.
Il découle alors, du théoréme d’optimisation sous une contrainte, qu’il existe un scalaire A
(multiplicateur de Lagrange) tel que V f(u,v) = AVg(u,v).

Et on a :Vf(u,v) = A\Vg(u,v) { du +6v = Au

6u —v =
. (4= Nu +6v —0
(b) (S) est équivalent a { 6 (A tAp =0

que lon peut voir comme un systéme linéaire en (u,v) avec un paramétre .

Comme (0,0) ¢ C et que f posséde effectivement des extremums sur C, ce systéme linéaire a
nécessairement au moins une solution non nulle.

Ce qui implique que ce systéme n’est pas de Cramer.

Son déterminant (A — 4)(A + 1) — 36 est donc nul.

En développant, il vient A2 — 3\ — 40 = 0.

Les solutions de cette équation sont 8 et —5, qui sont donc les deux seules valeurs possibles de .

3. eS5iA=38

2

on obtient, d’apreés (), v = -
4 1

Comme (u,v) € C, il vient u? + v? = u? + §u2 = guz =13.
donc u = £3
donc (ua ”U) € {(37 2)3 (737 *2)}
eSiA=-5 5
on obtient, d’aprés (S5), v = —3u

13
Comme (u,v) € C, il vient ZU2 =13.
donc u = £2
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donc (u,v) € {(2,-3),(-2,3)}.
Or, f(3,2) = f(-3,-2)=36+72—4=104 et f(2,-3) = f(—2,3) =16 — 72 — 9 = —65.
Comme f atteint effectivement un maximum et un minimum sur C' et qu’elle ne peut les atteindre qu’en

ces points, on a donc :

max f = 104 et min f = —65.
C C
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EXERCICE 42 analyse

Enoncé exercice 42
On consideére les deux équations différentielles suivantes :
2zy' —3y=0 (H)
2zy’ =3y =z (E)
1. Résoudre I’équation (H) sur Uintervalle |0, 4o00].
2. Résoudre ’équation (E) sur l'intervalle ]0, +oo].

3. L’équation (E) admet-elle des solutions sur 'intervalle [0, +o0[?

Corrigé exercice 42
1. On trouve comme solution de 1’équation homogeéne sur |0, +oo[ la droite vectorielle engendrée par  — z3.
3
En effet, une primitive de z — 5, Sur 10, +o00[ est © — 3 Inzx.
x
2. On utilise la méthode de variation de la constante en cherchant une fonction & telle que z —— k(x)x% soit
une solution de I’équation compléte (E) sur |0, +oo.

On arrive alors & 2k/(z)x3 =/ et on choisit k(z) = ~ 5z
T

1
Les solutions de (E) sur ]0, +oo[ sont donc les fonctions z — ka2 — 5\/5 avec k € R.
3. On suppose qu'il existe une solution f de (E) sur [0, +o00[.
Alors f est aussi solution de E sur |0, +00].
1
Dong, il existe une constante k telle que Vz € |0, +oo|, f(z) = kxs — 5\/5 avec k € R.

De plus, comme f est solution de E sur [0, +oo[ alors f est dérivable sur [0, +oo].
Donc en particulier, f est continue en 0.

1

Donc f(0) = lim (kxg — =z ) =0.
x—0 2

f doit également étre dérivable en 0.

on, @ = 10) ) o 11

— kT — 2 — —o0.
z—0 T m a0
Donc f n’est pas dérivable en 0.
Conclusion : I’ensemble des solutions de ’équation différentielle 22y’ — 3y = v/x sur [0, +00[ est 'ensemble
vide.
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EXERCICE 43 analyse

Enoncé exercice 43

Soit g € R.
On définit la suite (u,) par ug = zg et, ¥n € N, u,41 = Arctan(uy,).

1. (a)
(b)

Démontrer que la suite (u,) est monotone et déterminer, en fonction de la valeur de xg, le sens de
variation de (uy,).
Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

2. Déterminer I’ensemble des fonctions h, continues sur R, telles que : Vo € R, h(z) = h(Arctan z).

Corrigé exercice 43

On pose f(x) = Arctan z.

1. (a)

Premier cas : Si u; < ug

Puisque la fonction f : z — Arctan x est strictement croissante sur R alors Arctan(u;) < Arctan(ug)
c’est-a-dire us < ug.

Par récurrence, on prouve que Vn € N | u,11 < u,. Donc la suite (u,,) est strictement décroissante.
Deuxiéme cas : Si u; > ug

Par un raisonnement similaire, on prouve que la suite (u,) est strictement croissante.

Troisiéme cas : Si u; = ug

La suite (u,) est constante.

Pour connaitre les variations de la suite (u,,), il faut donc déterminer le signe de uy; — ug, c’est-a-dire le
signe de Arctan(ug) — up.

On pose alors g(z) = Arctanz — = et on étudie le signe de la fonction g.

OnaVreR, ¢(x)= ﬁxﬁ et donc YV € R*, ¢/(z) < 0.

Donc g est strictement décroissante sur R et comme g(0) = 0 alors :

Vx €10, +o0o[, g(z) < 0 et Vz € |—00,0], g(z) > 0.

On a donc trois cas suivant le signe de zg :

- Sizg > 0, la suite(uy,) est strictement décroissante.

- Si zp = 0, la suite (u,) est constante.

- Si zg < 0, la suite(u,,) est strictement croissante.

La fonction g étant strictement décroissante et continue sur R, elle induit une bijection de R sur
g(R) =R.

0 admet donc un unique antécédent par g et, comme g(0) = 0, alors 0 est le seul point fixe de f.
Donc si la suite (u,,) converge, elle converge vers 0, le seul point fixe de f.

Premier cas : Si ug >0

L’intervalle |0, +o0o[ étant stable par f, on a par récurrence, ¥n € N, u,, > 0. Donc la suite (uy,) est
décroissante et minorée par 0, donc elle converge et ce vers 0, unique point fixe de f.

Deuxiéme cas : Siug <0

Par un raisonnement similaire, on prouve que (u,,) est croissante et majorée par 0, donc elle converge
vers 0.

Troisiéme cas : Si ug =0

La suite (u,) est constante.

Conclusion : YV ug € R, (u,) converge vers 0.

2. Soit h une fonction continue sur R telle que, Vax € R, h(z) = h(Arctan x).
Soit z € R.
Considérons la suite (u,,) définie par ug = = et ¥n € N, u,41 = Arctan(uy,).
On a alors h(x) = h(ug) = h(Arctan(ug)) = h(u1) = h(Arctan(uy)) = h(uz) = .. ..
Par récurrence, on prouve que, ¥n € N, h(z) = h(uy).
De plus ngrfoc h(un) = h(0) par convergence de la suite (u,) vers 0 et par continuité de h.

On obtient ainsi : h(z) = h(0) et donc h est une fonction constante.
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Réciproquement, toutes les fonctions constantes conviennent.
Conclusion : Seules les fonctions constantes répondent au probléme.
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EXERCICE 44 analyse

Enoncé exercice 44

Soit E un espace vectoriel normé. Soient A et B deux parties non vides de E.
1. (a) Rappeler la caractérisation de ’adhérence d’un ensemble & I’aide des suites.
(b) Montrer que : AC B= A C B.

2. Montrer que : AUB = AU B.
Remarque : une réponse sans utiliser les suites est aussi acceptée.
3. (a) Montrer que : ANB C AN B.

(b) Montrer, a ’aide d’un exemple, que l’autre inclusion n’est pas forcément vérifiée (on pourra prendre
E =R).

Corrigé exercice 44

Soit E un espace vectoriel normé. On note A et B deux parties non vides de E.

1. (a) x € A si et seulement si il existe une suite a valeurs dans A qui converge vers .
(b) On suppose A C B. Prouvons que A C B.
Soit z € A.
11 existe une suite (u,)nen telle que Vn € Ny w,, € A et lim wu, = z.

n—-+oo
Or AC B, donc, Vn e N, u, € Bet lim u, =x.

n—-4-o0o
Donc z € B.
2. D’aprés la question précédente,

ACAUB, donc A C AUB.
BcCc AUB, donc BC AUB.
Donc AUB Cc AUB.
Prouvons que AUB C AU B.
Soit x € AU B.
Il existe une suite (uy,)nen telle que, Vn € Ny u,, € AUB et lim wu, = .

On consideére les ensembles A; = {n € Ntels que u,, € A} et A2 = {n € Ntels que u,, € B}.

Comme Vn € N, u,, € AU B, Ay ou A, est de cardinal infini.

On peut donc extraire de (uy)nen une sous-suite (Uy(n))nen & valeurs dans A ou une sous-suite (ug(n))nen
a valeurs dans B telle que lim u,,) = .

o o n—-+oo
Donc x € AU B.

Remarque :On peut aussi prouver que AU B C AU B sans utiliser les suites :
A et B sont fermés, donc AU B est un fermé contenant AU B. Or AU B est le plus petit fermé contenant
AUB, donc AUB C AUB.
3. (a) D’apres la question 1.,
ANBC A,donc AN B C A.
ANBC B,donc ANB C B.
Donc ANB C ANB.

Autre méthode :

Comme A C Aet BC B alors ANB C ANB.

Comme A N B est un fermé contenant A N B, alors par minimalité de AN B, ona ANB C AN B.
(b) A=]0,1[ et B =|1,2].

ANB=0et ANB={1}.
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EXERCICE 45 analyse

Enoncé Exercice 45

Les questions 1. et 2. sont indépendantes.

Soit E un R-espace vectoriel normé. On note || || la norme sur E.
Soit A une partie non vide de E.

On note A I'adhérence de A.

1. (a) Donner la caractérisation séquentielle de A.
(b) Prouver que, si A est convexe, alors A est convexe.

2. Onpose : Ve € E, da(z) = igg |z — all.

(a) Soit z € E. Prouver que da(z) =0 = z € A.

(b) On suppose que A est fermée et que : V(z,y) € E?, Vt € [0,1], da(tr + (1 —t)y) < tda(z) + (1 —t)da(y).

Prouver que A est convexe.

Corrigé Exercice 45

On note || || la norme sur E.

1. (a) Soit A une partie d'un ensemble E.

x € A < il existe une suite (x,)nen & valeurs dans A telle que liIJIrl Ty = T.
n——+0o0o

(b) On suppose que A est une partie non vide et convexe de E. Prouvons que A est convexe.
. —\ 2 .
Soit (z,y) € (A)". Soit t € [0,1].
Prouvons que z =tz + (1 — t)y € A.
x € A donc, il existe une suite (z,)nen & valeurs dans A telle que liIJIrl Ty = L.
n—-+0oo
y € A donc, il existe une suite (y,)nen & valeurs dans A telle que hr—? Yn = Y.
n—-+0oo

On pose : Vn € N, z,, = ta,, + (1 — t)yn.
VneN, x, € A, y, € Aet A est convexe, donc z, € A. De plus hrf Zn = Z.
o0

n—

Donc z est limite d’une suite & valeurs dans A, c’est-a-dire z € A.

2. (a) Soit A une partie non vide de E. Soit = € E tel que d(z) = 0.
Par définition de la borne inférieure, nous avons : Ve > 0, 3a € A tel que ||z — a|| <e.

1
Donc, ¥n € N*, pour € = . il existe a,, € A tel que ||z — ay,| < %

Alors la suite (a,)nen- ainsi construite est a valeurs dans A et converge vers x, donc x € A.

(b) On suppose que A est fermée et que, V(z,y) € E?, Vt € [0,1], da(tx + (1 — t)y) < tda(z) + (1 —t)da(y).

Soit (z,y) € (A4)>. Soit ¢ € [0, 1].

Prouvons que z =tz + (1 — t)y € A.

Par hypothése, on a da(z) < tda(z) + (1 —t)da(y). (1)

Orze Aetye A, donc da(zr) =da(y) =0 et donc, d’apres (1), da(z) = 0.
Alors, d’aprés 2.(a), z € A. Or A est fermée, donc A = A et donc z € A.
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EXERCICE 46 analyse

Enoncé exercice 46

On considére la série :Z cos (7?\/ n24+n+ 1).

n>1

1
1. Prouver que, au voisinage de +o0o, 7vn2 +n+1=nmw + g + al +0 <2> ol « est un réel que 'on
n n

déterminera.

2. En déduire que Z cos (ﬂ\/ nZ+n-+ 1) converge.

n>1

3. Z cos (7r vn2+n+ 1) converge-t-elle absolument 7

n>1

Corrigé exercice 46

1 1
1.7 n2+n+1:nm/1+—+—.
1 1.1 1 1 1 3 1
Or, au voisinage de +oo, 1/1+ — —|———1—|—2(n+n2) 82—|—O( ) = 1+%+8ﬁ+0($)'

3
Donc, au voisinage de +o0o, mvn2 +n+ 1 =nnw +I R °T O( )

8n
2. On pose Vn € N*, v, = cos (mv/n? +n + 1).

D’aprés 1., v, = cos (mr + g + g% + O(;)) = (=1)""lsin (2 + 0(12)>
3m (—1)"+1 1
Donc v, = s + O(ﬁ) *)

1 n+1 ] ) )

E L converge (d’aprés le critére spécial des séries alternées).
n

n>1

2
n>1 n>1

1 1
De plus, Z — converge donc par critére de domination, Z O(—z) converge absolument donc converge.
n

Donc d’apres ( g v, converge.
n>1

3
3. D’apres le développement asymptotique du 2., on a |v,| ~ 81
400 8n

Or g dlverge (série harmonique), donc E |v,| diverge, c’est-a-dire > v, ne converge pas absolument.
n>1 n=1 nz1
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EXERCICE 47 analyse

Enoncé exercice 47

Pour chacune des séries entiéres de la variable réelle suivantes, déterminer le rayon de convergence et calculer la

somme de la série entiére sur 'intervalle ouvert de convergence :
L2
= 4"
2. E anx™ avec
" a2n+1 =5t

Corrigé exercice 47

3" 2n

n .2n

1. On note R le rayon de convergence de Z
n>1

Un41(x) 3na?
up(z) | |n+1
Donc, d’aprés la régle de d’Alembert

Pour x non nul,

|32.

n~>+oo

si ‘3302‘ < 1 cest-a-dire si |z| < —= alors Z converge absolument

n>1

et si [3z%| > 1 cest-a-dire si [z > —= alors Z

On en déduit que R =

On pose:V:ce}\/g,[, S(x) =
| 1 1
Ona:Vxe_—ﬁ,ﬁ_,S(x)zzi

n=1

+o0

et pour tout réel x, on pose u, ()

3n$2n

n

Or, d’apres les développements en séries entiéres usuels, on a : V¢ € |—1,1] Z — =—In(1—-1¢).

| 1 1
Ainsi : Vo € |———=, —=|, S(z) = —In(1 — 32?).
|- 2| st =~ - a)

2. Notons R le rayon de convergence de Z anpx™.

On considére les séries E A" E 47277 et E Agn 22T = g grtlg2ntl

Notons R; le rayon de convergence de Z 472" et Ry le rayon de convergence de Z

Le rayon de convergence de Z " vaut 1.

Or, 24"582" = 2(43:2)”.

Donc pour |472| < 1 c’est-a-dire |z| < = 24" n converge absolument
1
et pour |[42%| > 1 c’est-a-dire |z| > 2 24"1‘2" diverge.

On en déduit que Ry = =

Par un raisonnement similaire et comme g srtlgntl — 5y E (52%)™, on trouve Ry =

5n+1x2n+1

1

7

E apz" étant la série somme des séries E a9 x’™ et E a2n+1x2”+1, on en déduit, comme R; # Rs, que

S
N

D’aprés ce qui précéde, on en déduit également que :

R= min(Rl, Rg) =
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v 1 1 S —+Oo n_+oo42n S ayn_ _ 1 ot
T € _75;%a (x)—nz_%anx —7;)(%) +5x§(5$) _1—4x2+1—5$2.
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EXERCICE 48 analyse

Enoncé exercice 48
C° ([0,1],R) désigne l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans R.

1
Soit f € C°([0,1],R) telle que : Vn € N, / t"f (t)dt = 0.

0
1. Enoncer le théoréme de Weierstrass d’approximation par des fonctions polynomiales.
2. Soit (P,) une suite de fonctions polynomiales convergeant uniformément sur le segment [0, 1] vers f.

(a) Montrer que la suite de fonctions (P, f) converge uniformément sur le segment [0, 1] vers f2.

1 1
(b) Démontrer que/ f2(t) dt = lim P, (t)f(t)dt.
0

n——+00 0

(c) Calculer/o P, (t) f (t)dt.

3. En déduire que f est la fonction nulle sur le segment [0, 1] .

Corrigé exercice 48
1. Toute fonction f continue sur un segment [a, b] et & valeurs réelles ou complexes est limite uniforme sur ce

segment d’une suite de fonctions polynomiales.
2. On pose : Vf € C°(0,1],R), Nao(f) = sup [£(1)].
te(0,1]

(a) f et P, étant continues sur [0, 1],
vt € [0,1], [Pa(t)f(t) = F2(0)] = [fOIIPa(t) = f(8)] < Noo(f)Noo (P = f).
On en déduit que Noo (P f — f?) € Noo(f)Noo (P — f) (1)
Or (P,) converge uniformément vers f sur [0, 1] donc lir+n No(P, — f) =0.
n—-+0oo
Donc, d’apres (1), 251_1 Noo(P,f — f3) = 0.
Donc (P, f) converge uniformément sur [0, 1] vers f2.

(b) D’aprés la question précédente, (P, f) converge uniformément sur le segment [0, 1] vers 2.
De plus, Vn € N, P, f est continue sur [0, 1].
Donc, d’aprés le théoréme d’intégration d’une limite uniforme de fonctions continues,

i / Py (1) (t)dt = / i (Pa(0)(1)dt = / (1) dt.
d

C our tout entier naturel n n € onc 1 existe un entier nature n L€ ue I = QAn | ,01\1 es
(¢) Pour tout entier naturel n, P, € R[X] donc il exist tier naturel dy, tel que P, = » _ anx X* ot 1

k=0
ap, . sont des réels.

Par linéarité de l'intégrale, on a :

1Pt t)dt = Y t* | F(t)dt = (Y t* f(t dt—dn lt’“ t)dt
| Poswar= [ (; >f<> -/ (; f()) ;/ Ft)at.

1 1
Or, par hypothése, Vk € N, / th f (t)dt = 0, donc / P, (t)f(t)dt = 0.
0 0

1
3. D’apres les questions 2.(b) et 2.(c), on a / f2(t) dt = 0.

0
Or f2 est positive et continue sur [0,1], donc f2 est nulle sur [0, 1] et donc f est nulle sur [0, 1].
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EXERCICE 49 analyse

Enoncé exercice 49

On pose :

“+o0
Soit Z a, une série absolument convergente a termes complexes. On pose M = Z |an] -
n=0
ant™ _,
Vn € N, Vt € [0,400[, fn(t) = py .

1. (a)

(b)

Justifier que la suite (a,,) est bornée.
Justifier que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0, +o0].
+oo
On admettra, pour la suite de 'exercice, que f : ¢ +— Z fn(t) est continue sur [0, 4+o00].

n=0

Justifier que, pour tout n € N, la fonction g, : t — t"e™! est intégrable sur [0, +o00| et calculer

/0 T (bt

+o0
En déduire la convergence et la valeur de / |fr (2)] dt.
0

+oo +oo a t’n +oo
n —t _
Prouver que /0 Z - e dt = Z Q.-
n=0

n=0

Corrigé exercice 49

xn
1. Rappelons que, Vz € R, Z — converge (Z
n!

(a)

2. (a)

“+o0
z" .
— =e").
n!
n=0
> a,, converge absolument, donc converge simplement ; donc la suite (a,,) converge vers 0 et donc elle

est bornée.

400
Autre méthode : On remarque que Vn € N |a,| < M = Z lap] -
p=0

La suite (a,,) est bornée donc 3K € Rt /Vn € N, |a,| < K.
Soit t € [0, 400 .

t" t"

Ona:vneN, |f,(t) <K —- Or la série E — converge, donc E fn(t) converge absolument, donc
n! n!

converge.

On a donc vérifié la convergence simple de Z fn sur [0, 400l

Vn € N, g, est continue sur [0, +00[ et positive, ce qui permet de calculer directement son intégrale.
En effectuant une intégration par parties, validée par les limites finies aux bornes du terme de variation
par croissances comparées, on a

+oo 4o +oo
/ gn(t)dt = [—t"e_t} + n/ t"le7tdt = nl,,_;
0 0 0

On en déduit par récurrence que I, = n!lly = n! < co et donc que g, est intégrable sur [0, +oo].

Alors t — | f(t)| est intégrable sur [0, +oo] car |f,(t)] = Mgn(t).

n!
oo |an|
Et on a / Fa(Oldt = 122l r — ja,).
0 n!
i) Vn € N, f,, est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo[ d’apreés la question 2.(a)
“+o0
ii) Z fn converge simplement sur [0, +oo[ et a pour somme f = Z frn d’apres 1.(b).
n=0

iii) f est continue par morceaux sur [0, +oo[ car continue sur [0, +o0o[ d’aprés la question 1.(b) (admis)

| fr| étant positive pour tout n, on a I’égalité suivante dans [0, +00]

+00 oo too
Z/ [fn (t)]dt = Z |an| < oo ( car, par hypothése, > a,, converge absolument)
n=0"0 n=0
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Donc, d’aprés le théoréme d’intégration terme & terme pour les séries de fonctions, f est intégrable sur
[0,400[ et on a :

o) +o0o n +oo
/+ (Z‘W )dt Z/ Ol oty = Z / et =Y 2 = zan
0 n=0 n=0 s
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EXERCICE 50 analyse

Enoncé exercice 50
672t

+oo
On considére la fonction F': x +— / dt
0 T+t

1. Prouver que F est définie et continue sur ]0; +o0[.
2. Prouver que  — xF'(x) admet une limite en +o0o et déterminer la valeur de cette limite.

3. Déterminer un équivalent, au voisinage de +oo, de F'(z).

Corrigé exercice 50

0;4+00[x[0; 400] — R
1. Notons f : { ] o0x[0; +oof o2t
(z,1) — x

(a) Vz €]0;+00[, t —= f(x,t) est continue par morceaux sur [0; +oo|.

-2t

(b) YVt € [O;‘FOO[, xl—)f(x,t): .’i—l—t

est continue sur |0; +oo].
(c) Soit [a,b] un segment de ]0; +00[.
Va € [a,b], Vi € [0; 400, [f(,1)] <
intégrable sur [0; +o00[.
1
S _ — -
En effet, tl}gloot o(t) =0, donc @(t) = % (t2 .

Donc ¢ est intégrable sur [1, +o00[, donc sur [0; +o0] .

1 . "
e 2t et Yt ~e2? est continue par morceaux, positive et
a

Q| =

On en déduit que, d’aprés le théoréme de continuité des intégrales & paramétres,

+oo
F:x»—>/
0
X

“+oo
2. ; F(z) = -
Vx €]0;+oo[, zF(x) /0 P

Posons ¥z € ]0; +-00[, V't € [0; 400, ha(t) = ;%5 e 2.

i) Va € ]0;+00], t — h,(t) est continue par morceaux sur [0, +00|.
ii) Vt € [0; 400, lirjra he(t) = e 2t
T——+0o0

—2¢
e

dt est définie et continue sur ]0; +o0].
x

e 2ty

La fonction h : t = e~2% est continue par morceaux sur [0; +o0l.

iii) Vo € ]0; +o0[, Vt € [0; +00], |ha(t)] < e 2t et t > e 2! est continue par morceaux, positive et intégrable
sur [0; +oo.
Donc, d’aprés I'extension du théoréme de convergence dominée & (hz)ze)o;+o0[s

+oo “+o0 “+oo 1
lim hgg(t)dt:/ h(t)dt :/ e 2tdt = .
0 0

z—+oo Jo 2
Conclusion : lim zF(z) = 3.
T—+00
. D’aprés 2., li F(z)=1 F ~ g
3. D’apres 2., Jm oz () = 3, donc F(x) Wl 2
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EXERCICE 51 analyse

Enoncé exercice 51

1.

. En déduire la valeur de Z (
n=0

(2n)!

Montrer que la série Y m
n! n(2n

converge.

On se propose de calculer la somme de cette série.

Donner le développement en série entiére en 0 de ¢t — en précisant le rayon de convergence.

1
V1—t
Remarque : dans l'expression du développement, on utilisera la notation factorielle.

En déduire le développement en série entiére en 0 de x — Arcsinz ainsi que son rayon de convergence.
= (2n)!
n!)2247(2n + 1)

Corrigé exercice 51

1.

(2n)!

(0] Y Ny uy, = ————"7F7—.
n pose : Vn € N, u ()24 (20 + 1)

Ona:VneN, u, >0.

vn e N Untl _ (2n+2)2n+1)2n+1) (2n +1)2 1
Tu, (n+1)2242n+3)  8(n+1)(2n+3) +oo 4
Ainsi, 2t Loy

Uy n—too 4
Donc, d’aprés la régle de d’Alembert, Y u,, converge.

D’aprés le cours, Va € R, u +— (1 + u)® est développable en série entiére en 0 et le rayon de convergence R
de son développement en série entiére vaut 1 si a & N.

400 o .
De plus, Vu € |-1,1[, (14+u)* =1+ > ala—1)...(a—n+1)
n=1

un
n! '

En particulier, pour a = —3 etu=—t:

R=1etVte]—1,1], 1t:1++§(1)(3)”'((2n1)) (—t)".

V1 — 2nnl
En multipliant numérateur et dénominateur par 2.4....2n = 2"n!, on obtient :
+

1 (2n)!
Vi el —1,1], 14 i
V= AP Sy T E
+o00
1 2n)!
Conclusion : R=1et Vt €] — 1,1], - § ’ (2n) .

Vi—t — (2"nl)?

. D’aprés la question précédente, en remarquant que : z €] — 1,1[& t =22 € [0, 1] et [0,1[C] — 1,1], il vient :

+oo
1 @2n)!
Ve e|-1,1], —— = ——— x“" avec un rayon de convergence R = 1.
| | V1 — 22 nzzzo (2nn!)? ¥ &
1
Arcsin est dérivable sur | — 1,1[ avec Arcsin’ : x —

V1I—22’

D’aprés le cours sur les séries entiéres, on peut intégrer terme a terme le développement en série entiére de

1
T \/ﬁ et le rayon de convergence est conserveé.
-

De plus, on obtient :

—+oo
2n)!
Vo €| —1,1[, Arcsinz = Arc_sinO —|—nE:0 (2”n'§2(n2)n+1) 2"+ avec un rayon de convergence R = 1.
1
. Prenons z = 3 €] — 1,1[ dans le développement précédent.
—+o0
s (1 (2n)! 1
On en déduit que Arcsin <2) = E 2 (2 (20 1) 2209

n=0
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= (2n)! ™

1
C’est-a-dire, en remarquant que Arcsin (2) = %, on obtient 7;) m =3
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EXERCICE 52 analyse

Enoncé exercice 52

Soit o € R. .
Yy

On considére I’application définie sur R? par f(z,y) = { 22 +y2 — a2y st (2,y) #(0,0)
a si (x,y) = (0,0).

1
1. Prouver que : V(x,y) € R?, 22 + 2 —ay > i(xz +9?).

2. (a) Justifier que le domaine de définition de f est bien R2.
(b) Déterminer a pour que f soit continue sur R2.

3. Dans cette question, on suppose que o = 0.

of  of

(a) Justifier I'existence de % et % sur R?\ {(0,0)} et les calculer.

(b) Justifier I'existence de g(o, 0) et g((), 0) et donner leur valeur.

or oy
(c) f est-elle de classe C! sur R??

Corrigé exercice 52
1 1 1
1. Soit (z,y) € R 22 +y% — 2y — 5(3:2 +y?) = 5(3:2 +y? = 2zy) = 5 (x—y)* > 0.
1
Donc 22 + 42 — zy > 5(:102 +9?).
2. (a) Soit (z,y) € R?.
Daprés 1., 22+ ¢y —ay=0<= 22+ 1? =0 <=2 =y = 0.
Ainsi, f est définie sur R2.
(b) D’aprés les théorémes généraux, f est continue sur R?\ {(0,0)}.
2y4 < 2($2+y2)2
x2 4 2 = x2 492

Draprés 1., pour (z,y) # (0,0), 0 < f(z,y) <

Ainsi, 0 < <22 4y
insi, f(z,y) (@ +y7) (z,)—(0,0)

Or : f est continue en (0,0) < f(z,y) —  f(0,0)=a.
(2,y)—(0,0)

Donc : f est continue en (0,0) <= «a = 0.
Conclusion : f est continue sur R? <= a = 0.

3. (a) D’apres les théorémes généraux, f est de classe C! sur R? \ {(0,0)}.
of -y (22 — y) of 2y5 — 3wy + 42y?
v R2\ {(0,0)}, == =___J\ 7 I " _
(z,y) e R*\ {(0,0)}, 52 V) e (z,y) R ——

(22 +y* — zy)? dy
J@0 =700 __, 0, donc g(o,()) existe et g(o,()) =0.
x—0 03@ 8.13

(b) Pour tout = # 0,

z—0
0,y) — f(0,0 0 0
Pour tout y # 0, f(’y;_g(’) =y —3 0, done 6—5(0,0) existe et 8—5(0, 0) = 0.
R of of | ,
(¢) Pour montrer que f est de classe C' sur R*, montrons que e et 30 sont continues sur R~.
€T Y

Pour cela, il suffit de montrer qu’elles sont continues en (0,0).

V(z,y) € R?\ {(0,0)}, on note r = \/a2 4+ y2. On a alors |z| < 7 et |y| < 7.
De plus, (z,y) — (0,0) < r — 0.

D’aprés 1. et I'inégalité triangulaire,

ﬁ _37f |y4(2$—y)’< rd(2r +7)

0,0)| < 4 < =12r — 0.

8x(x’y) ax( ) )‘ (1.2 +y2)2 7‘4 " r—0

of of |2y° — 3ay* + 422y 215 + 3r® + 415

- —22(0,0)| < 4 <4 = 36r — 0.
ay(x’y) 8y( ) )‘ (22 + 12)2 r4 [
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13} d
Donc a—f et a—f sont continues en (0, 0) et par suite sur R2.
€T Y

Ainsi, f est de classe C! sur R2.
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EXERCICE 53 analyse

Enoncé exercice 53
X

On considére, pour tout entier naturel n non nul, la fonction f,, définie sur R par f,(x) = To it
ntx

1. (a) Prouver que Z fn converge simplement sur R.
n>1

+oo
On pose alors : Vo € R, f(z) = Z fn().
n=1

(b) Soit (a,b) € R? avec 0 < a < b.

Z fn converge-t-elle normalement sur [a, b] ? sur [a, +oo[?
n>1

(c) Z fn converge-t-elle normalement sur [0, +oo[?
nz1
2. Prouver que f est continue sur R*.

3. Déterminer LEI_EOO f(z).

Corrigé exercice 53

1. (a) Soit z € R.

Siz =0, alors f,(0) =0 et donc > f,(0) converge.
n>1
1
niz3’

Siz#0, f(z) ~

1
Or > —; est une série de Riemann convergente donc, par critére d’équivalence pour les séries a termes

n>1 n
de signe constant, g fn(x) converge.
n>1

Conclusion : Y f, converge simplement sur R.
n>=1

(b) Soit (a,b) € R? tel que 0 < a < b.

e Prouvons que E fn converge normalement sur [a, b].
n>1

Va € [a,b], |fu(z)] <

1 (majoration indépendante de x).
nta
b
DOHC an”oo7[a,b] g n4a4 .

De plus, E —; converge (série de Riemann convergente).
n>1

Donc E fn converge normalement sur [a, b].
n>1

e Prouvons que E fn converge normalement sur [a7 -I-OO[
nz=1

x 1 1 . S
Vo € [a,+o0[, | fu(z)] < e < i3 (majoration indépendante de x).

Donc anHOO,[a,+00[ < nig3

1 . .
De plus, g —; converge (série de Riemann convergente).
n>1

Donc E fn converge normalement sur [a, +00].
n=1
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(¢) On remarque que f, est continue sur le compact [0, 1], donc f,, est bornée sur [0, 1].
1

De plus, d’aprés 1.(b), Va € [1, 40|, |fn(z)| < —;, donc f,, est bornée sur [1, +ool.
n

On en déduit que f,, est bornée sur [0, +oo] et que sup |fn(x)| existe.
z€[0,4+00[
. 1.1
VR e N*, sup |ful(z)| = fu(=) = .
z€[0,400[ n 2n
1
Or — di éri i .
Z — diverge (série harmonique)
n>1
Donc, par critére de minoration des séries a termes positifs, Z sup | fn(z)| diverge.
n>1 z€[0,400[

Donc Z fn me converge pas normalement sur [0, +00].
n>=1
Autre méthode :

- , 1 — 3n*z?
Vn € N*, f, est dérivable sur |0, 4o0[ et Yz € |0, 4+o00[, f/(x) =

(1 + ntzt)®

On en déduit que f,, est croissante sur }0 } et décroissante sur L) L 400 [
in

fn étant positive sur R, on en déduit que fn est bornée. ‘
: 1 31
Donc sup |fn(z)| existe et sup |fn(z)| = fn(T) =
z€[0,+o00[ z€[0,400[ 3in n

1
Or Z — diverge (série harmonique), donc Z sup | fn(z)| diverge.
n

n>1 n>1 z€[0,+o0]

Donc E fn ne converge pas normalement sur [0, +o0[.
n>=1

2. ¥n € N*, f,, est continue sur ]0, +oo[. (1)

Z fn converge normalement, donc uniformément, sur tout segment [a, b] inclus dans |0, +oo[. (2)
n>1
Done, d’aprés (1) et (2), f est continue sur ]0, 4+o0].
Comme f est impaire, on en déduit que f est également continue sur |—oo, 0[.
Conclusion : f est continue sur R*.
1 .. 1
3. Vn € N*¥, Igrfoo fn(x) = 0 car, au voisinage de +o00, fp,(z) fodierwcs
D’aprés 1.(b), > f, converge normalement, donc uniformément, sur [1, +ool.
n>=1
Donc, d’aprés le cours, f admet une limite finie en +o00 et

lim f(z)= lim an lel)m fn(z)=0.

r—+00 T—+00

Conclusion : zgﬂr} f(z) =
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EXERCICE 54 analyse

Enoncé Exercice 54
Soit E 'ensemble des suites a valeurs réelles qui convergent vers 0.

1. Prouver que FE est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des suites & valeurs réelles.

2. On pose : Yu = (Up)nen € E, ||[u]| = sup |uy].
neN

(a) Prouver que || .|| est une norme sur E.

(b) Prouver que : Vu = (up)nen € E, Z 2n+1 converge.
400 u

(¢) On pose : Vu = (up)neny € E, f(u) = Z 2”11.
n=0

Prouver que f est continue sur F.

Corrigé Exercice 54

1. La suite nulle appartient a FE.
Soit (u,v) = ((tn)nen, (Vn)nen) € E?. Soit a € R.
Posons Vn € N, w,, = u, + av,. Montrons que w € FE.

ué€e Fdonc lim u,=0etve€ F donc lim v, =0.
n—-+oo n—-+oo

On en déduit que hI—E wy, =0, donc w € E.
n—-+0oo
On en déduit que FE est bien un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel des suites & valeurs réelles.
2. (a) Yu = (up)nen € E, ||u]| existe car 1ilf up = 0 donc (un)nen converge et donc elle est bornée.
n—-+oo

[|.|| est & valeurs dans RT.
i) Soit u = (un)nen € E telle que ||u|| = 0.

Alors sup |u,| = 0 c’est-a-dire Vn € N, u,, = 0.
neN
Donc v = 0.

ii) Soit u = (up)nen € E. Soit A € R.
[|Aul| = sup |Auy,| = sup ||A]|un].
neN neN

Comme |A| > 0, on a donc par positive homogénéité de la borne supérieure,
[[Aul] = [A] sup [un| = [A] [|ull.
neN

iii) Soit (u,v) = ((Un)nen, (Vn)nen) € E>.

Vn €N, [un + on| < fun| + [on| <|lul] +[[v]] donc [Ju +of| < lul| +[|v]].
(b) Soit u = (un)nen € E.
[|ull
Vn €N, |u,| < |u|| donc Vn € N, \2n+1| < Qg

1 1 1\"
Or Z il = 3 Z (2) converge (série géométrique de raison strictement inférieure a 1 en valeur

absolue).

Un
| converge.

Donc, par critére de majoration pour les séries & termes positifs, E |2n+1

C’est-a-dire, Z

on +1 converge absolument, donc converge.

De plus, |Z 2n+1| < Z 2n+1 = [|ul|.

n=0
(c) f est clairement linéalre.

Soit u = (up)nen € E.
Soit N € N.

D’aprés I'inégalité triangulaire, | Z 2n+1 | < Z 2|::|1 Z n+1

n=0 n=0
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N
< . (2
C’est-a-dire, | E QnL\ < E 2n+1

n=0
D’aprés la question precedente les deux termes de cette inégalité admettent une limite quand N tend

vers +00.

Donc, en passant a la limite, on obtient, |f(u)| < Z 2n+1 = ||ul]-
Clest-a-dire, Vu € E, | f(u)| < ||u]l.

On en déduit que f est continue sur E.

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 86


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 11/09/2024

EXERCICE 55 analyse

Enoncé exercice 55

Soit a un nombre complexe.
On note F ’ensemble des suites & valeurs complexes telles que :
Vn €N, uyro = 2au,41 + 4(ia — 1)u, avec (ug,u;) € C2.
1. (a) Prouver que E est un sous-espace vectoriel de I’ensemble des suites & valeurs complexes.
(b) Déterminer, en le justifiant, la dimension de E.
2. Dans cette question, on considére la suite de F définie par : ug =1 et u; = 1.
Exprimer, pour tout entier naturel n, le nombre complexe u,, en fonction de n.

Indication : discuter suivant les valeurs de a.

Corrigé exercice 55

1. (a) Montrons que E est un sous-espace-vectoriel de ’ensemble des suites a valeurs complexes.
La suite nulle appartient & E ( obtenue pour (ug,u1) = (0,0)).

Soit u = (un )nen et v = (v, )nen deux suites de E. Soit A € C.
Montrons que w = u + Av € F.
OnaVneN, w, =u, + Av,.
Soit n € N.
Wnp+2 = Up+2 + >\'Un+2~
Or (u,v) € E?, donc wy42 = 2atu,41 + 4(ia — Duy, + A (2av,41 + 4(ia — 1)v,)
c’est-a-dire wy o = 2a (Up41 + Apt1) + 4(ia — 1) (uy, + Avy,)
ou encore Wyt2 = 2awn+1 + 4(ia — 1)wy,.
Donc w € E.
Donc F est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des suites & valeurs complexes.
(b) On considére lapplication ¢ définie par :
E — C?
U= (Un)pen +— (uo,u1)
Par construction, ¢ est linéaire et bijective.
Donc ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
On en déduit que dim F = dim C? = 2.
2. Il s’agit d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
On introduit I'équation caractéristique (E) : r? — 2ar — 4(ia — 1) = 0.

@

On a deux possibilités :
— si (F) admet deux racines distinctes r; et ry, alors Vn € N, u,, = ar} + gr
avec («, ) que 'on détermine a partir des conditions initiales.

— si (E) a une unique racine double r, alors Vn € N, u,, = (an + 8)r"
avec (o, ) que 'on détermine a partir des conditions initiales.
Le discriminant réduit de (E) est A’ = a® + 4ia — 4 = (a + 2i)>.

Premier cas : a = —2¢
r = a = —2i est racine double de (E).
Donc, Vn € N, u,, = (an + 3)(—2i)™.

Orupg=1etu; =1,doncl=0et1l=(a+p)(—29).
On en déduit quea:%—letﬁzl.
Deuxiéme cas : a # —2i

On a deux racines distinctes r1 = 2(a + 1) et ro = —24.

Donc Vn €N, u, = a(2(a+14))" + B (—2i)".

Orup=1etu; =1,donca+p=1et2(a+1i)a—2i=1.

1+24 20 +2i—1

On en déduit, aprés résolution, que o = -et B = -
b d 2a + 41 g 2a + 41
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EXERCICE 56 analyse

Enoncé exercice 56

Soit f la fonction définie sur R? par : V(z,y) € R2, f(z,y) = 223 + 62y — 3y* + 2.

1. f admet-elle des extrema locaux sur R? ? Si oui, les déterminer.

2. f admet-elle des extrema globaux sur R? ? Justifier.

3. On pose K = [0,1] x [0,1].
Justifier, oralement, que f admet un maximum global sur K puis le déterminer.

Corrigé exercice 56

1. f est de classe C? sur R? et R? est un ouvert.
Déterminons les points critiques de f sur R2.
Jé] 0,
On a: V(r,y) € R?, a—i(x,y) = 622 + 6y et a—i(x,y) = 6z — 6y.

62246y = 0 ez+1) = 0 z=0 et y=0
6r—6y — 0 = y = 2 Qo
r=-1 et y=-1

Donc f admet 2 points critiques sur R? : (0,0) et (—1,—1).
Donc si f admet un extremum en a alors a = (0,0) ou a = (-1, —1).
02 92 92 2
On a: V(r,y) € R?, %(x,y) = 12z, ;T(,;Cy(x,y) = (%af; (z,y) =6 et gy]; (z,y) = —6.
Etudions la matrice hessienne de f en (0,0).
Notons Hi = H((0,0)) la matrice hessienne de f en (0,0).

210,00 21(0,0
H, = (ggj( 0) 85%8]3”( ’ >> donc Hy = (2 66).
dyox (07 0) dy? (Oa 0) o

det H; = —36 < 0.

Donc H; admet une valeur propre strictement positive et une valeur propre strictement négative.
Donc f n’admet pas d’extremum local en (0, 0).

Etudions la matrice hessienne de f en (—1,—1).

Notons Hy = H¢((—1,—1)) la matrice hessienne de f en (—1,—-1).

8%f 8% f
| w11 g (-1,-1) _[(-12 6
H2_<32f<—1,—1> iy ) e o)

Oyox Oy?
det H, =12 x 6 — 36 = 36 > 0.
De plus, tr (H2) = —18 < 0.
Donc H; admet deux valeurs propres strictement négatives.
Donc f admet en (—1,1) un maximum local qui vaut f(—1,—1) = 3.

Conclusion : f admet uniquement un maximum local atteint en (—1,—1) et n’admet pas de minimum

local.
2. lim f(z,0)= lim 22> +2=+occet lim f(z,0)= lim 223+2= —cc.
T—+00 T—+00 T—+—00 T—r—00

Donc f n’admet pas d’extrema globaux sur R2.

3. K est une partie bornée de R2.
K est un produit de fermés de R? donc K est un fermé de R2.
Donc, comme R? est de dimension finie, K est un compact.
Or f est clairement continue sur K.
Doncf est bornée sur K et atteint ses bornes.
Donc f admet un maximum global sur K et atteint ce maximum.
Si f atteint ce maximum en a € K , qui est un ouvert, alors a est un point critique.
Or, les deux seuls points critiques de f n’appartiennent pas a K.
Donc f atteint son maximum en un point ¢ du bord 9K de K.
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On pose :
Ly ={(z,0), x €[0,1]}, L = {(1,y), y € [0,1]}, Ls = {(z,1), 2 € [0,1]} et Ly = {(0,y), y € [0,1]}.
On a alors : 0K = L1 U Ly U L3 U Ly.
Etude de f sur L :
01() = [(5,0) = 2% + 2.
g1 est croissante sur [0, 1].
Donc sup gi(z) = q1(1) = 4.
z€[0,1]
Etude de f sur L, :
92(y) = f(1,y) = 4+ 6y — 3y°.
Yy € [0,1], g4(y) = 6 — 6y > 0 donc g, est croissante sur [0, 1].
Donc sup ga2(z) = g2(1) = 7.
y€(0,1]
Etude de f sur L3 :
g3(z) = f(z,1) =223 + 62 — 1.
g3 est croissante sur [0, 1].
Donc sup gs(z) =g3(1) = 7.
z€[0,1]
Etude de f sur L, :
94(y) = f(0,y) = —=3y* + 2.
g4 est décroissante sur [0, 1].

Donc sup g4(y) = 94(0) =2
y€[0,1]

Conclusion :
On en déduit que f admet 7 comme maximum global sur K et que ce maximum est atteint en (1,1).
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EXERCICE 57 analyse

Enoncé exercice 57

1. Soit f une fonction de R? dans R.

(a) Donner, en utilisant des quantificateurs, la définition de la continuité de f en (0, 0).
(b) Donner la définition de «f différentiable en (0, 0)».
=y .
2. On considére I'application définie sur R? par f(z,y) = a:ym si (2,y) # (0,0
0 si (z,y) = (0,0)

(a) Montrer que f est continue sur R2.
(b) Montrer que f est de classe C* sur R2.

Corrigé exercice 57

1. (a) f est continue en (0,0)<=Ve >0, Ja > 0/ V(x,y) € R?, |[(z,y)| < a = |f(z,y) — £(0,0)| < e.
|| - || désigne une norme quelconque sur R? puisque toutes les normes sont équivalentes sur R? (espace de
dimension finie) .

(b) f est différentiable en (0,0) <= 3L € L¢(R?,R)/ au voisinage de (0,0),
f(x,y) = f(0,0) + Lz, y) + o([(z, y)])-
Remarque : Comme R? est de dimension finie, si L € £(R?,R) alors L € L (R?,R).

2. On notera ||.|| la norme euclidienne usuelle sur R2.
On remarque que ¥ (z,y) € R?, |2 < [[(z,y)] et [y < [|(z )l (¥).

(a) (z,y) — 22+ 92 et (z,y) — 2y(x? — y?) sont continues sur R?\{(0,0)} et (x,y) — 22 + y* ne s’annule
pas sur R?\{(0,0)} donc, f est continue sur R*\{(0,0)}.
Continuité en (0,0) :
On a, en utilisant (*) et 'inégalité triangulaire, |f(z,y) — f(0,0)| = ‘my 2+y

< lzllyl < Il )l

Donc f est continue en (0, 0).

(b) f est de classe C! sur R? si et seulement si % et %ch existent sur R? et sont continues sur R2.

f admet des dérivées partielles sur R?\{(0,0)} et elles sont continues sur ]RQ\{(O 0)}.
oty 4+ 422y — P af x® — 4x3y? — xyt

0
De plus, V (z,y) € R? — {(0,0)}, %(m,y) = W ) et a—y(x,y) @+ )

(**)
Existence des dérivées partielles en (0,0) :

Vo e Rr, 20100 _ ¢ gone hr%w 0; donc 2£(0,0) existe et 2£(0,0) = 0.

De méme, Vy € R*, w =0, donc hn})M = 0; donc ‘?—f(O 0) existe et f(O 0) =0.
Contmulté des dérivées partielles en (0,0) :

D’ apres ) et (**), V (z,y) € R2\{(0, 0)}7
‘ < Dyl 4yl + PP 6l

Wb of Sl )l
L et\ay@s,y)\ 6ll(z,9)]1

(22 +y2)° S T@ )l (@, y)[*
D li 9 =0=9(0,0 lim 4L =0=2L(0,0).
7 )00 : () (0. 0) et (e)(0,0) 0¥ (=.v) oy (0:0)
Donc gi et gf sont continues en (0, 0).
Conclusion : 8f et df existent et sont continues sur R?, donc f est de classe C! sur R2.

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 90


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 11/09/2024

EXERCICE 58 analyse

Enoncé exercice 58

1. Soit E et F' deux R-espaces vectoriels normés de dimension finie.
Soit a € F et soit f: E — F une application.
Donner la définition de «f différentiable en a».

2. Soit n € N*. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie 7.
Soit e = (e1, ea, ..., e,) une base de E.

On pose : Vz € E, ||z|lcc = max |a:z| ol x = szel
On pose : V(z,y) € E x E, ||($ Yl = maX(HxHom 1Ylloc)-
On admet que ||| est une norme sur E et que ||.|| est une norme sur £ x E.

Soit B : E x E — R une forme bilinéaire sur F.
(a) Prouver que : 3C € RT/V (z,y) € E x E, |B(z,y)| < C||Z|lco||¥l|c0-

(b) Montrer que B est différentiable sur E X F et déterminer sa différentielle en tout (ug,vg) € E x E.

Corrigé exercice 58

1. Soit f: E'+— F une application. Soit a € E.
f est différentiable en @ <= 3L € L¢(E, F')/ au voisinage de 0, f(a + h) = f(a) + L(h) + o(||h]]).
Auquel cas, f est différentiable en a et df (a) = L.

Remarque 1 : ||.|| désigne une norme quelconque sur E car, comme F est de dimension finie, toutes les

normes sur F sont équivalentes.
Remarque 2 : Comme E est de dimension finie, si L € L(E, F), alors L € L¢(E, F).

2. (a) Soit (z,y) € E2.

n n
I (z1,x2, ., xpn) ER"/ = Zmiei et 3! (y1,y2,-.,Yn) ER"/y = Zyjej.
i=1 j=1
n n

Par bilinéarité de B, on a B(z,y) Z Z ziy;B(es, e;5).

=1 j5=1
n n
Done [B(z, y)| ZZ\le lyil-|Bleiep)l < | DD IBleiep)l | lalloo-lylloo-
i=1 j=1 i=1 j=1
n n
Alors C = Z Z |B(e;, ;)| convient .

i=1 j=1
(b) Soit (up,v9) € E x E.
Par bilinéarité de B on a :
v(“a”) € Ex Ea B(UO +u, v + U) = B(UOaUO) + B(Uo,’lj) + B(U7UO) + B(U,U). (*)
On pose L((u,v)) = B(ug,v) + B(u,vg).
Veérifions que L est linéaire sur E x FE.
Soit (z,y) € E x E. Soit (2',y') € E x E. Soit a € R.
L((z,y) +a(z’,y)) = L((z + az’,y + ay’)) = B((uo,y + /') + B((z + az’,v9)).

)
Donc par bilinéarité de B, L ((z,y) + a(:c’), y')) = B((uo,y)) + aB((uo,y")) + B((x,v0)) + aB((z', v0)).

)
Cest-a~dire L ((z,y) + a(2’,y")) = L((z,y)) + «L((z',y")).

On en déduit que L € L(E x E,R).
Donc, comme E X FE est de dimension finie, L € Lo(E x E|R). (**)

De plus, d’aprés 2.(a), 3C € RY/ ¥ (z,y) € E?, |B(z,y)| < Cll(z]lo [yl oo-
Donc V (z,y) € E?, |B(z,y)| < C||(z, )]
On en deduit que, au voisinage de (0,0), |B(z,y)| = o (||(x, y)]]).

D’aprés (*),(**) et (***), B est différentiable en (ug,vo) et dB((ug,vg)) = L.

)

(***)
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BANQUE ALGEBRE

EXERCICE 59 algébre

Enoncé exercice 59

Soit n un entier naturel tel que n > 2.

Soit E ’espace vectoriel des polyndmes a coefficients dans K (K = R ou K = C) de degré inférieur ou égal a n.

Onpose:VPEE, f(P)=P—P'.
1. Démontrer que f est bijectif de deux maniéres :

(a) sans utiliser de matrice de f,
(b) en utilisant une matrice de f.

2. Soit Q) € E. Trouver P tel que f(P)=Q .
Indication : si P € E, quel est le polynome P("+1)?

3. f est-il diagonalisable ?

Corrigé exercice 59

1. f est clairement linéaire. (*) De plus, V P € E\ {0}, deg P’ < deg P donc deg(P — P’) = deg P.

Et, si P =0, alors P — P’ = 0 donc deg(P — P’') =deg P = —o0c.
On en déduit que V P € E, deg f(P) = deg P.
Donc f(E) C E. (**)

D’apres (*) et (**), f est bien un endomorphisme de E.

(a) Déterminons Kerf.
Soit P € Kerf.
f(P)=0donc P— P’ =0 donc deg(P — P') = —cc.
Or, d’aprés ce qui précéde, deg(P — P’') = deg P donc deg P = —oo0.
Donc P =0.
On en déduit que Kerf = {0}.
Donc f est injectif.

Or, f € L(E) et FE est de dimension finie (dim £ = n + 1) donc f est bijectif.
(b) Soit e =(1,X,..., X™) la base canonique de E. Soit A la matrice de f dans la base e.

1 1 (0)
A= L € Mps1 (R).
0) S

det A =1 d’ou det A # 0.
Donc f est bijectif.

2. Soit Q € E.

D’aprés 1. : 3P € E,| tel que f(P) = Q.

P-P =Q,P—-P'=¢qQ,...B P"_pnth 0,

Or P+ = 0, donc, en sommant ces n + 1 égalités, P = Q + Q' + --- + Q™.
3. Reprenons les notations de 1.(b).

Tout revient & se demander si A est diagonalisable.

Notons x 4 le polynéme caractéristique de A.

D’aprés 1.(b), on a y4 = (X — 1)"*L

Donc 1 est I'unique valeur propre de A.

Ainsi, si A était diagonalisable, alors A serait semblable & la matrice unité I,,4.

On aurait donc A =1,,14.

Ce qui est manifestement faux car f # Id.

Donc A n’est pas diagonalisable et par conséquent, f n’est pas diagonalisable.
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EXERCICE 60 algébre

Enoncé exercice 60

Soit la matrice A = (

1
2
3
4

é i ) et f I'endomorphisme de My (R) défini par :  f (M) = AM.
Déterminer une base de Kerf.

f est-il surjectif ?

Déterminer une base de Imf.

A-t-on My (R) = Kerf @ Imf?

Corrigé exercice 60

1.

Posons M = ( i Z > € My(R).

[ a+2c b+2d
Ona f(M) = ( 2a + 4c 2b+4d>

Alors M € Kerf <= 3 (a,b,c,d) € R* tel que M = a b avec ] @ = —2 .
c d b = —2d
"est-a-di 2 —2¢ —2d
Cest-a-dire, M € Kerf <= 3 (¢,d) € R* tel que M = . 7 )

1 0 0 1
-2 0 0—2)

OnendéduitqueKerfVect{<_2 0),(0 _2>}. (*)
On pose M, = 1 0 et My = 0 1

D’aprés (*), la famille (M7, My) est génératrice de Kerf.
De plus, M; et Ms sont non colinéaires ; donc (My, Ms) est libre.
Donc (M, Ms) est une base de Kerf.

. Kerf # {0}, donc f est non injectif.

Or f est un endomorphisme de M2(R) et M3 (R) est de dimension finie.
On en déduit que f est non surjectif.

Par la formule du rang, rgf = 2.

On pose M3 = f(E11) = ( ; 8 )et My = f(E22) = ( 8 i )

Ms3 et My sont non colinéaires, donc (Ms, My) est une famille libre de Im f.
Comme rgf = 2, (M3, My) est une base de Imf.

On a dimMj (R) = dimKerf + dimImf. (1)

Prouvons que Kerf NImf = {0}.

Soit M € Kerf NImf.
D’aprés 1. et 3., 3(a, b,c,d) € R* tel que M = aM; + bMs et M = cM3z + dMjy.

—2a = ¢
On a donc —20 = 2d .
= 2c
b = 4d
On en déduit que a =b=c=d =0.
Donc M = 0.

Donc Kerf NImf = {0} (2)
Donc, d’apreés (1) et (2), Ms (R) = Kerf @ Imf.
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EXERCICE 61 algébre

Enoncé exercice 61

On note M,, (C) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients complexes.

Pour A = (a;;)1<is<n € My (C), on pose : ||A|| = max |a;;
1<j<n 1<ign
1<j<n
1. Prouver que || || est une norme sur M,, (C).

2. Démontrer que : ¥ (4, B) € (M,, (C))?, [|AB|| < n| Al |B].
Puis, démontrer que, pour tout entier p > 1, ||AP|| < nP~1 | A]".

AP
3. Démontrer que, pour toute matrice A € M,, (C), la série Z — est absolument convergente.
p!

Est-elle convergente ?

Corrigé exercice 61

1. On remarque que V A € M,, (C), ||A]| =0
i- Soit A = (ai,j)1<i<n € Mn (C) telle que [|A][ = 0.

1<j<n
Comme V (i, ) € ([1,n])?, la;,;| = 0, on en déduit que V (i, j) € e ([1,n])?, la; ;| = 0, c’est-a-dire a; ; = 0.
Donc A = 0.
ii- Soit A = (am)1<l<n S ./\/ln( ) et soit A € C.
1<j<n
[AA] = max |/\au| = max |A[|a; ;| = |A| max |a; ;[ = [A[[A].
1<i<n 1<i<n 1<ign
1<j<n 1<j<n 1<j<n
iii- Soit (A,B) € (Mn (C))2 avec A = (ai’j)lgign et B = (bzy)1<z<n~
1<j<n 1<j<n

On a ||A + BH = max |ai,]‘ + b,‘7]’|.
1<ign
1<j<’ﬂ

Or, ¥ (i, ) € ([L.n])?, Jas; + biy| < laig| + |bi] < 1A + || B].
On en déduit que ||A + BJ| < || 4] + || B]l-

2. Soit (4, B) € (M,, (C))? avec A = (a;;)1<i<n, B = (bi;j)1<i<n-
] 1<5<

IR YRS
Posons C' = AB.
On a C = (¢ 5)1<ign avec ¥V (4,7) € ([1, n])? ) Cij = Zal Kbk ;-
1<gisn

DOHC, V(Z,j) € ([[].,TL |C747J|

Z [AIHIBI = n (Al BII

On en déduit que V (4, B) € (Mn( )% IIABI| < n|A|l|B]|. (*)

Pour tout entier naturel p > 1, notons (B,) la propriété : ||AP|| < nP~1||A|".
Prouvons que (P,) est vraie par récurrence.

Pour p =1, | || =nC[|A|", donc (Py) est vraie.

Supposons la propriété (P,) vraie pour un rang p > 1, c’est-a-dire ||AP|| < nP~! || A]P.
Prouvons que (P,41) est vraie.

|APF|| = |A x AP|| donc, d’apres (*), ||APTH| < nlA] [|A7].

Alors, en utilisant Ihypothése de récurrence, || AP < n||A|| P~ ||A||” = nP [|AJPT.
On en déduit que (P,41) est vraie.

APl 1 (n]lA[)”

[N !
p p A
P P
Or, Vz € R, la série exponentielle Z I— converge, donc Z M converge.
p! p!

»J

3. On aVpe N

AP
Donc, par comparaison de séries a termes pos1t1fs, la série E — est absolument convergente.
p!

Or M,,(C) est de dimension finie, donc Z — converge
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EXERCICE 62 algébre

Enoncé exercice 62

Soit F un espace vectoriel sur R ou C.
Soit f € L(E) tel que f? — f —2Id = 0.

1. Prouver que f est bijectif et exprimer f~! en fonction de f.
2. Prouver que E = Ker(f +Id) ® Ker(f — 21d) :

(a) en utilisant le lemme des noyaux.

(b) sans utiliser le lemme des noyaux.

3. Dans cette question, on suppose que F est de dimension finie.
Prouver que Im(f + Id) = Ker(f — 2Id).

Corrigé exercice 62

1. f est linéaire donc :
f2—f—21d:O<:>fo(f—Id):(f—ld)of:2Id<:>fo(%f—%Id)Z(%f—
On en déduit que f est inversible, donc bijectif, et que f~1 = % f— %Id.
2.(a) Onpose P=X2—-X -2.0naP=(X+1)(X —2).
P, =X +1et P, =X — 2 sont premiers entre eux.
Done, d’apreés le lemme des noyaux, KerP(f) = KerP;(f) ® KerPs(f).
Or P est annulateur de f, donc KerP(f) = E.
Donc E = Ker(f + 1d) @ Ker(f — 21d).
(b) Analyse (unicité) :
Soit « € E. Supposons que = a + b avec a € Ker(f +Id) et b € Ker(f — 21d).
Alors par linéarité de f, f(x) = f(a) + f(b) = —a + 2b.
20 —

On en déduit que a = %f(x) et b= %ﬂﬁ)
Synthése (existence) :

2z — f(x) ot b — x+ f(x)

Soit x € E. On pose a = 3

Onabienz=a+b. (¥

d)o f =1d.

(f +Td)(a) = 5 (27(@) — (@) + 20— (@) = 5 (~ () + () +22) = 0 cax f2 — [ ~ 214 = 0.

Donc a € Ker(f +1d).  (**)

(f = 214)(8) = 5 (f(&) + (&) — 22— 2f(2)) =
Donc b € Ker(f — 2Id).  (***)

D’aprés (*), (**) et (***), z = a+ b avec a € Ker(f + Id) et b € Ker(f — 2Id).

Wl =

Conclusion : E = Ker(f + Id) ® Ker(f — 2Id).
3. Prouvons que Im(f + Id) C Ker(f — 21d).
Soit y € Im(f + 1d).
dzeFE/y=f(z)+=.

(f*(x) = f(z) —2z) =0 car f2— f —2Id = 0.

Alors (f — 21d)(y) = f(y) — 2y = f2(x) + f(2) — 2f(x) — 22 = f*(2) — f(a) — 22 = 0 car > — f —21d = 0.

Donc y € Ker(f — 21Id).

Donc Im(f +1d) C Ker(f —2Id). (*)

Posons dim £ = n.

D’aprés 2., n = dim Ker(f + Id) 4+ dim Ker(f — 21d).

De plus, d’aprés le théoréme du rang, n = dim Ker(f + Id) + dim Im(f + Id).
On en déduit que dimIm(f + Id) = dim Ker(f — 2Id).  (**)

Donc, d’aprés (*) et (**), Im(f + Id) = Ker(f — 2Id).
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EXERCICE 63 algébre

Enoncé exercice 63

Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire noté (| ).

On pose Vz € E, ||z|| = v/(z|x).

Pour tout endomorphisme u de E, on note u* ’adjoint de u.

1. Un endomorphisme v de E vérifiant Va € E, (u(z)|z) = 0 est-il nécessairement ’endomorphisme nul ?

2. Soit u € L(E).
Prouver que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
i. uou* =u*ou.
it W(a,y) € B, (u(@)|u(y)) = (u* (@)[u* (3))-
ili. Vo e E, ||u(z)|| = |Ju*(x)]].

Corrigé exercice 63

1. On se place sur E = R? muni du produit scalaire canonique.

. . . . -1
On considére u la rotation d’angle 5 dont la matrice dans la base canonique de R? est A = (? 0 >

On a bien Vz € E,(u(x)|x) = 0 mais u n’est pas 'endomorphisme nul.

2. Prouvons que i. <= ii.
Procédons par double implication.

Supposons que u o u* = u* o u.

Prouvons que Y(z, ) € B2, (u(x) u(y)) = (u* () Ju* ().
Soit (z,y) € E.

Par définition de adjoint, (u(z)|u(y)) = (z|u* o u(y)).

Or, par hypothése, u o u* = u* o w.

Done (u(z), u(y)) = (z]u o u*(y).

Or, par définition de 'adjoint, (z|u o u*(y)) = (u*(z)|u*(y)).
Done (u(@)]u(y)) = (u* (@)u (y)).

Supposons que V(z,y) € E?, (u(x)|u(y)) = (u*(z)|u*(y)).

Prouvons que u o u* = u* o u.

Soit x € E.

Prouvons que u o u*(z) — u* ou(x) € E+.

Soit y € F.

Par bilinéarité du produit scalaire, (u o u*(z) — u* o u(z)|y) = (v o u*(x)|y) — (u* o u(z)|y).
Or, par définition de 'adjoint, (u o u*(z)|y) = (v*(z)|u*(y)) et (v* o u(z)|y) = (u(z)|uly)).
Done (w0 u*(z) — u* o u(@)ly) = (u*(@)[u*(3)) — (u(z) u(y)).

Or, par hypothese, (u*(2)]u* (1)) = (u(2)]u(y)).

Done (w0 u*(z) — u* o u(z)ly) = (u(z) u(y)) — (u(z) u(y)) = 0.

Donc u o u*(x) — u* ou(x) € E+.
Or B+ = {0}.

Donc u o u*(z) — u* ou(z) = 0.

Prouvons que ii. < iii.
Procédons par double implication.

On suppose que V(z,y) € E?, (u(@)|u(y)) = (u*(2)|u*(y)).
Donc, en prenant y = z, on obtient : Vo € E, ||u(x)||? = ||u*(z)
Or,Vz € E, ||u(z)| = 0 et |[u*(z)|| > 0.

Donc Vz € E, ||u(z)|| = ||u*(z)]|.

On suppose que Vz € E, ||u(z)|] = [|u*(2)]].
Prouvons que V(z,y) € E?, (u(z)lu(y)) = (u*(z)|u*(y))-
Soit (z,y) € E%
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D’apreés une identité de polarisation, (u(z)|u(y)) = % (Hu(m) +u)|? — ||Ju(@)|]? - Hu(y)Hz)

Or, u est linéaire donc ||u(z) + u(y)||* = ||ju(z + y)||?

De plus par hypothese, ||u(z +y)|| = [[u*(z + y)I|, [[u(z)]| = [[u*(@)]] et [lu(y)]] = [[u*(y)]]-

Donc (u(x)lu(y)) = 5 (|lu*(z + 9)|[> = [|u* @) = [Ju*)]]*)-

Or u* est linéaire donc ||u*(xz + y)|| = ||u*(z) + u*(y)|]-

Donc (u(z)|u(y)) = 5 ([u*(z) + u*W)[|* = [Ju*(@)[]* = |[u*(y)]]?)-

Or, d’aprés une identité de polarisation, (u*(z)|u*(y)) = 3 (||u*(z) + w*(¥))|[> — |[u*(@)]|* — [|u*(y)|]?).
Done (u(z)[u(y)) = (u° (2)|u*(3)).
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EXERCICE 64 algébre

Enoncé exercice 64

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie n.
1. Démontrer que : £ = Imf @ Kerf = Imf = Imf2.
2. (a) Démontrer que : Imf = Imf? <= Kerf = Kerf2.
(b) Démontrer que : Imf = Imf? = FE = Imf @ Kerf.

Corrigé exercice 64

1. Supposons E =Imf & Kerf.
Indépendamment de ’hypothése, on peut affirmer que Imf? C Imf  (*)

Montrons que Imf C Imf2.

Soit y € Imf.

Alors, 3z € E tel que y = f(x).

Or E =Imf @ Kerf, donc 3 (a,b) € E x Kerf tel que x = f(a) + b.

On a alors y = f2(a) € Imf2.

Ainsi Imf C Imf?  (*¥)

D’aprés (*) et (**), Imf = Imf2.

2.(a) On a Imf? C Imf et Kerf C Kerf2.

On en déduit que Imf? = Imf <= rgf? =rgf et Kerf = Kerf? <= dimKerf = dim Ker f2.
Alors, en utilisant le théoréme du rang,
Imf =Imf? & rgf = rgf? & dimKerf = dim Kerf? < Kerf = Ker f2.

(b) Supposons Imf = Imf2.
Soit x € Imf N Kerf.
Ja € E tel que z = f(a) et f(x) =0g.
On en déduit que f?(a) = Op c’est-a-dire a € Kerf2.
Or, d’aprés ’hypothése et 2.(a), Kerf? = Kerf donc a € Kerf c’est-a-dire f(a) = 0g.
C’est-a-dire x = 0.
Ainsi Imf NKerf = {0g}. (***)
De plus, d’aprés le théoréme du rang, dimImf + dimKerf = dim E.  (****)

Donc, d’aprés (¥**) et (****), F =Imf @ Kerf.
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EXERCICE 65 algébre

Enoncé exercice 65

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur le corps K (= R ou C). On note K[X] I'ensemble des
polynémes a coefficients dans K.

1. Démontrer que : V(P, Q) € K[X] x K[X], (PQ)(u) = P(u) o Q(u) .
2. (a) Démontrer que : V(P, Q) € K[X] x K[X], P(u) o Q(u) = Q(u) o P(u) .
(b) Démontrer que, pour tout (P, Q) € K[X] x K[X] :
(P polynéme annulateur de u)=— (PQ polynoéme annulateur de u)

. -1 -2
3. SorcA—(1 2).

Ecrire le polynéme caractéristique de A, puis en déduire que le polynome R = X4 4+ 2X3 + X2 — 4X est un
polynéme annulateur de A.

Corrigé exercice 65
1. Soit (P Q) € (K[X])*.

P = Zapo et Q = Zb X1.
Donc PQ = Z Z (apqu’H'q).

p=0q= O
Donc (PQ)(u ZZ apbquP™) ()
p=0 q=0
Or P(u) (Z apup> o (Z bquq> = <apup o Z bquq> .
—0 p=0 —

n m

Donc, par linéarité de u, P(u) o Q Z (Z apuP o bquq) = Z Z (apbquP™9).  (**)
=0

p=0 p=04¢=0
Drapres (*) et (**), (PQ)(u) = P(u) o Q(u).
2. (a) Soit (P,Q) € (K[X])™.
Draprés 1., P(u) o Q(u) = (PQ)(u).
De méme, d’apres 1., Q(u) o P(u) = (QP)(u).
omemmmma P)(w).
On en déduit que P(u) o Q(u) =
(b) Soit (P,Q) € (K[X])".
On suppose que P est annulateur de u.
Prouvons que PQ est annulateur de u.
D’aprés 1., (PQ)(u) = P(u) o Q(u).
Or P est annulateur de w donc P(u) = 0 donc (PQ)(u) = 0.
On en déduit que PQ est annulateur de u.

3. Notons P4(X) le polynome caractéristique de A.
P4(X) =det(X Iy — A). On trouve P4(X) = X(X —1).
Soit R = X* +2X3 4+ X? — 4X.
On remarque que R(0) = R(1) = 0 et on en déduit que R est factorisable par X (X — 1).
Cest-a-dire : 3Q € K[X] / R=X(X - 1)Q.
Or, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, P4(X) = X (X — 1) annule A.
Donce, d’aprés 2.b., comme R = P4(X)Q, R est annulateur de A.
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EXERCICE 66 algébre

Enoncé exercice 66

1. Soit A € S, (R).

Prouver que A € S;F (R) <= sp(A) C [0, +o0.
2. Prouver que V¥ A € S, (R), A% € S} (R).
3. Prouver que VA € S, (R), VB € S;7 (R), AB=BA = A’B € S;" (R).
4. Soit A € St (R).

Prouver qu’il existe B € S (R) telle que A = B2

Corrigé exercice 66

On introduit, sur M,, 1 (R), la norme euclidienne, notée || ||, associée au produit scalaire canonique, définie par :
VX € Mui (R), || X|| = VXTX.

1. Soit A € S,, (R). Prouvons que A € S;f (R) <= sp(4) C [0, +o0].
Raisonnons par double implication.

Supposons que A € S;F (R).
Prouvons que sp(4) C [0, +o0].
Soit A € sp(4).

3X € My (R)\ {0} / AX = AX.
Alors XTAX = XTAX = \||X]|2.
Or, A€ S} (R) donc XTAX > 0.
Donc || X|* > 0.

Or, X # 0 donc || X2 > 0.

Donc A > 0.

Supposons que sp(A4) C [0, +oo].
Prouvons que A € S (R).
A € S, (R) donc, d’aprés le théoréme spectral, 3P € O(n) / A = PDPT ot D = diag (A1, X2, ..., \n).
Soit X € Mn,l (R)
XTAX = XTPDPTX = (PTX)TD(PTX).
Notons 41,42, ..., Yn les composantes de la matrice colonne Y = PTX.

W

Y2 "
Ainsi Y = | | et donc XTAX =YTDY =Y Ay?. (1)

i=1

Yn
Or, A1, Ag,...,\,, sont les valeurs propres de A donc, par hypothese, Vi € [1,n], A; = 0.
Donc Vi € [1,n], A\jy? = 0.
Donc, d’aprés (1), XTAX > 0.

2. Soit A € S, (R).

Prouvons que A% € S (R).

(A2)T = AT AT,
Or, A€ S, (R) donc AT = A. Donc (AQ)T = A% Donc A% € S, (R).

Soit X € My 1 (R).
XTA2X = XTATAX = (AX)" (AX) = ||AX]]2 > 0.
Donc 4% € S;F (R).
3. soit A € S, (R) et soit B € S, (R).
On suppose que AB = BA.
Prouvons que A%2B € S;F (R).

Remarque : par hypothése, A et B commutent donc A? et B commutent.
En effet : A2B = A(AB) = A(BA) = (AB)A = (BA)A = BA?.
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(A2B)T = BT (42)" = BT (AT)".

Or, A€ S, (R) et B€ S (R)donc AT = A et BT = B.
Donc (A2B)T = BA2.

Or, d’aprés la remarque, A2 et B commutent.

Donc (AzB)T = A’B.

Donc A%B € S, (R).

Soit X € Mn,l (R)
A et B commutent donc X7 (A?B) X = XTABAX.
Or, A est symétrique donc XTABAX = (AX)" B(AX).
On pose Y = AX.
Y € My (R) et B e S (R) done (AX)" B(AX)=YTBY >0.
Donc XTA2BX > 0.
Donc A?B € S (R).
4. Soit A € 5+ (R).
A € S, (R) donc, d’apreés le théoréme spectral et 1. :
JP € O(n) / A= PDPT ou D = diag (A1, A2, ..., \) avec Vi € [1,n], \; > 0.
On pose A = diag (vVA1, VA2, ..., VAn).
Alors A = PA?2PT = PAPTPAPT car PT = P!,
Cest-a-dire, A = (PAPT)Z.
On pose alors B = PAPT,
On a A= B2
De plus, BT = (PT)" ATPT = PAPT = B donc B € S, (R).
De plus, B est semblable & A donc sp (B) = {v/A1, VA2, ..., v/ A, } et donc sp (B) C [0, +o0].
Donc B € S (R).
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EXERCICE 67 algébre

Enoncé exercice 67

0 a c
Soit la matrice M = | b 0 ¢ | ou a,b,c sont des réels.
b —a 0

M est-elle diagonalisable dans M3 (R)? M est-elle diagonalisable dans M3 (C)?

Corrigé exercice 67

xar(A) = det(Az — M).
Aprés calculs, on trouve, xu = X (X? + ca — ba — bc).

Premier cas : ca — ba — bc < 0
M est diagonalisable dans M3(R) car M posséde trois valeurs propres réelles distinctes.
Elle est, a fortiori, diagonalisable dans M3(C).

Deuxiéme cas : ca —ba —bc =0

Alors, 0 est la seule valeur propre de M.

Ainsi, si M est diagonalisable, alors M est semblable & la matrice nulle c¢’est-a-dire M = 0 ou encore
a =b=c=0. Réciproquement, si a = b= c =0 alors M = 0 et donc M est diagonalisable.

On en déduit que M est diagonalisable si et seulement si a = b= c=0.

Troisiéme cas : ca — ba — bec > 0

Alors 0 est la seule valeur propre réelle et donc M n’est pas diagonalisable dans M3(R) car y s (X) n’est pas

scindé sur R[X].

En revanche, M est diagonalisable dans M3(C) car elle admet trois valeurs propres complexes distinctes.
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EXERCICE 68 algébre

Enoncé exercice 68

1 -1 1

Soit la matrice A=[-1 1 -1

1 -1 1

1. Démontrer que A est diagonalisable de quatre maniéres :

sans calcul,

en calculant directement le déterminant det(AI3 — A), o I3 est la matrice identité d’ordre 3, et en
déterminant les sous-espaces propres,

en utilisant le rang de la matrice,

en calculant A2,

2. On suppose que A est la matrice d’'un endomorphisme v d’un espace euclidien dans une base orthonormée.
Trouver une base orthonormée dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Corrigé exercice 68

1. (a)
(b)

(d)

La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres.
On obtient yar(\) = det(Al3 — A) = A2(\ — 3).

1
E5(A) = Vect -1 et Eg(A):x—y+2=0.

1
Donc A est diagonalisable car dim F3(A) + dim Eg(A) = 3.
rgA = 1 donc dim Ey(A) = 2.
On en déduit que 0 est valeur propre au moins double de la matrice A.
Puisque trA = 3 et que trA est la somme des valeurs propres complexes de A comptées avec leur
multiplicité, la matrice A admet une troisiéme valeur propre qui vaut 3 et qui est nécessairement simple.
Comme dans la question précédente, on peut conclure que A est diagonalisable car
On obtient A2 = 34 donc A est diagonalisable car cette matrice annule le polynéme X2 — 3X qui est
scindé a racines simples.

2. On note e = (;, j, E) la base canonique de R3.

On note (| ) le produit scalaire canonique sur R3.

Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a A.

A est symétrique réelle et e est une base orthonormée, donc f est un endomorphisme symétrique et, d’apres
le théoréme spectral, f est diagonalisable dans une base orthonormée de vecteurs propres.

On sait également que les sous-espaces propres sont orthogonaux donc il suffit de trouver une base
orthonormée de chaque sous-espace propre pour construire une base orthonormée de vecteurs propres.
E5(f) = Vect((1,-1,1) et Eo(f):x —y+2z=0.

Donc @ = —= (i — j + k) est une base orthonormée de Es(f).

V3

itjeti—j— 2k sont deux vecteurs orthogonaux de Eo(f).

1 - - 1 /- - =
On les normalise et on pose = —=(i + ) et @ = 7 (z —-j- 2k).

V2

Alors (¢, ) une base orthonormée de Fy(f).

On en déduit que (@, ¥, W) est une base orthonormée de vecteurs propres de f.
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EXERCICE 69 algébre

Enoncé exercice 69

1
1] ol a est un réel.
0

— o Q

0
On considére la matrice A= | a
a

1. Déterminer le rang de A.

2. Pour quelles valeurs de a, la matrice A est-elle diagonalisable ?

Corrigé exercice 69

1. Aprés calcul, on trouve det A = a(a + 1).
Premier cas: a #0et a # —1
Alors, det A # 0 donc A est inversible.

Donc rgA = 3.
Deuxiéme cas : a =0
0 0 1
A=10 0 1| doncrgA=2.
010
Troisiéme cas : a = —1
0 -1 1
A=|-1 0 1] doncrgA > 2 car les deux premiéres colonnes de A sont non colinéaires.
-1 1 0

Or det A =0 donc rgA < 2.
On en déduit que rgA = 2.

2. Notons x4 le polynéme caractéristique de A.

A —a -1
xa(A) =det(A\, —A)=|-a X -1
—a -1 A

Alors, en ajoutant a la premiére colonne la somme des deux autres puis, en soustrayant la premiére ligne

aux deux autres lignes, on trouve successivement :

1 —a -1 1
det(A\ [, —A)=A—-a—-1[1 X =1l=A—-a—-1)|0
1 -1 A 0

Donc, en développant par rapport a la premiére colonne,
xa(A) =det(A\, —A)=A—a—-1)(A+a)(A+1).
Donc x4 = (X —a—1)(X +a)(X +1).
Les racines de x4 sont a + 1, —a et —1.
1
a+1:—a<:>a:—§.
a+l=—-1<=a=-2
—a=—-1<4<=a=1.
Ce qui améne aux quatre cas suivants :

1
Premier cas: a #1,a # —2 et a # —3
Alors A admet trois valeurs propres disctinctes.
Donc A est diagonalisable.

Deuxiéme cas : a =1
xa=(X-2)(X+ 1)2.

-1
0
A+1

Alors A est diagonalisable si et seulement si dim E_; = 2, c’est-a-dire rg(A4 + I3) = 1.

1 11
OrA+I3=1(1 1 1| doncrg(A+1I3)=1.
1 11

Donc A est diagonalisable.

Autre méthode :
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A est symétrique réelle donc diagonalisable.

Troisiéme cas : ¢ = —2
Alors, xa = (X +1)3(X —2).
1 -2 1
A+I3=1-2 1 1
-2 1 1

Les deux premiéres colonnes de A + I3 ne sont pas colinéaires, donc rg(A + I3) > 2.
De plus, —1 est valeur propre de A, donc rg(A + I3) < 2.

Ainsi, rg(A+13) =2 et dimE_; = 1.

Or l'ordre multiplicité de la valeur propre —1 dans le polynéme caractéristique est 2.
On en déduit que A n’est pas diagonalisable.

Quatriéme cas : a = ——

2
1 2
XA:(X_§> (X +1).
1 1
1 2 2
A—-1,=|_L 1
2 2 2
1 1
- 1 _=
2 2

1
Les deux premiéres colonnes de A — 513 sont non colinéaires, donc rg(A — 513) > 2.
1 1
De plus, 3 est valeur propre donc rg(A — 513) <2
o 1 .
Ainsi, rg(A — 513) =2etdimE; =1.
1
Or lordre de multiplicité de la valeur propre 5 dans le polynoéme caractéristique est 2.

On en déduit que A est non diagonalisable.
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EXERCICE 70 algébre

Enoncé exercice 70

00 1
Soit A=[1 0 0] eMs(C).
01 0

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. A est-elle diagonalisable ?
2. Soit (a,b,c) € C3 et B = alz + bA + cA?, ou I3 désigne la matrice identité d’ordre 3.
Déduire de la question 1. les éléments propres de B.

Corrigé exercice 70

1. x4 = X2 —1 donc SpA = {1,j,j2}.
On en déduit que A est diagonalisable dans M3(C) car elle admet trois valeurs propres distinctes.
On pose E1(A) = Ker(A — 1), E;j(A) = Ker(A — jI3) et E;2(A) = Ker(A — 52I3).

1 1

Aprés résolution, on trouve Ej(A) = Vect 1 et B;(A) = Vect | | j?
1 J

1

Et, par conjugaison (comme A est & coefficients réels), E;2(A) = Vect J
j2

2. Soit e = (e1, ez, e3) la base canonique de C3, vu comme un C-espace vectoriel.
Soit f ’endomorphisme canoniquement associé a A.
On pose e} = (1,1,1), €5 = (1,52, 5), e = (1,4,7%) et ¢’ = (e}, e, €}).
D’aprés 1., ¢’ est une base de vecteurs propres pour f.

1 1 1 1 0 0
Soit P la matrice de passage deeae’.OnaP= |1 j* j |].Soit D=0 45 0

1 j 5 00 5
Alors, D = P7'AP, c’est-a-dire A = PDP~!.
On en déduit que B = alz + bPDP~ + cPD?P~! = P (al3 + bD + cD?) P~

Q1) 0 0
C’est-a-dire, si on pose Q =a +bX +cX2, alos B=P| 0 Q) 0 Pt
0 0 QU

On en déduit que B est diagonalisable et que les valeurs propres, distinctes ou non, de B sont Q(1), Q(j) et

Q3.
Premier cas : Q(1), Q(j) et Q(j2) sont deux & deux distincts

B posséde trois valeurs propres distinctes : Q(1), Q(j) et Q(52).
De plus, on peut affirmer que :

1 1
Egq(B) = E1(A) = Vect 1 Eg;)(B) = E;j(A) = Vect | | 42 et
1 )
1
EQ(jz)(B) = Ej2 (A) = Vect J
2
J

Deuxiéme cas : deux valeurs exactement parmi Q(1), Q(j) et Q(j2) sont égales.

Supposons par exemple que Q(1) = Q(j5) et Q(j2) # Q(1).
B posséde deux valeurs propres distinctes : Q(1) et Q(52).
De plus, on peut affirmer que :

1 1 1
Equy(B) =Vect [ (1], | et Egu2(B) = Vect | | j
1 ] j2

Troisiéme cas : Q(1) = Q(j) = Q(j?).
B posséde une unique valeur propre : Q(1).
De plus, on peut affirmer que B = Q(1)I3 et Eg)(B) = C3.
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EXERCICE 71 algébre

Enoncé exercice 71

Soit P le plan d’équation z 4+ y + z = 0 et D la droite d’équation = = % =

1.
2.

z
3
Vérifier que R? = P @ D.

Soit p la projection vectorielle de R? sur P parallélement a D.

Soit u = (z,y, z) € R3.

Déterminer p(u) et donner la matrice de p dans la base canonique de R3.

Déterminer une base de R? dans laquelle la matrice de p est diagonale.

Corrigé exercice 71

1.

D = Vect ((1,2,3)).

(1,2,3) & P car les coordonnées du vecteur (1,2,3) ne vérifient pas I’équation de P.
Donc DN P ={0}. (¥

De plus, dim D +dim P = 1+ 2 = dimR3.  (**)

D’aprés (*) et (**), R® = P& D.

. Soit u = (z,y, z) € R3.

Par définition d’une projection, p(u) € P et u — p(u) € D.
u — p(u) € D signifie que 3 € R tel que v — p(u) = a(1,2,3).
On en déduit que p(u) = (z — a,y — 20,z — 3a).  (**%)
1
Or p(u) € P donc (x — ) + (y — 2a) + (2 — 3a) = 0, c'est-a-dire o = 6(56 +y+ 2).

1
), p(u) = 6(593 —y—z,—2x 4+ 4y — 2z, -3z — 3y + 32).

Soit e = (e1, €2, e3) la base canonique de R3.

Et donc, d’apreés (

5 -1 -1
1
Soit A la matrice de p dans la basee. Ona A=—-| -2 4 =2
6
-3 -3 3
On pose €] = (1,2,3), e, = (1,—1,0) et e5 = (0,1, —1).
e} est une base de D et (e}, e%) est une base de P.
Or R® = P® D donc ¢’ = (€, e, e) est une base de R3.
De plus €} € D donc p(e}) =0. e}, € P et e5 € P donc p(e)) = €} et p(eh) = €.
0 0 0

Ainsi, M(p,e’)= [0
0

O =
i)
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EXERCICE 72 algébre

Enoncé exercice 72

Soit n un entier naturel non nul.
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension n, et soit e = (ey,...,e,) une base de E.
On suppose que f(e1) = f(e2) =--- = f(en) = v, ot v est un vecteur donné de E.

1. Donner le rang de f.

2. f est-il diagonalisable ? (discuter en fonction du vecteur v)

Corrigé exercice 72

1. Si v =0g alors f est 'endomorphisme nul et donc rgf = 0.
Si v # 0 alors rgf = 1 car, si on note ¢y, ¢, ..., ¢, les colonnes de la matrice A de f dans la base e, alors
c1#0etcy =co=..=cy.

2. On note x¢ le polyndéme caractéristique de f.

Premier cas : v = 0g
alors f est 'endomorphisme nul et donc f est diagonalisable.

Deuxiéme cas : v # 0.

Alors rgf =1 et donc dimKerf =n — 1.

Donc 0 est valeur propre de f et, si on note mg 'ordre de multiplicité de la valeur propre 0 dans le
polyndéme caractéristique de f, alors mg > n — 1.

On en déduit alors que : IN €K /x5 =X""HX —\). (¥)

Et donc, tr(f) = A.

e est une base de E donc : 3! (x1,22,...,2,) E K" /v =xz1€1 + 263 + ... + Tpen.

En écrivant la matrice de f dans la base e, on obtient alors tr(f) = z1 + x2 + ... + .

Ainsi, A=z + 22+ ... + 5. (*)

Ce qui améne & la discussion suivante :

Premier sous- cas :sizy +zo+ ...+ x, #0
D’aprés (*) et (**), A =21 + 22 + ... + 2, est une valeur propre non nulle de f et dim E = 1.
Ainsi, dim Eg + dim Ey = n et donc f est diagonalisable.

Deuxiéme sous- cas :sixzi +2z9+...4+ 2, =0

Alors, d’aprés (*) et (**), x5 = X".

Donc 0 est valeur propre d’ordre de multiplicité n dans le polynéme caractéristique.
OrdimEy =n—1.

Donc f n’est pas diagonalisable.

Remarque dans le cas ot v # 0

Comme v = x1e1 + T2€3 + ... + Tpey, alors, par linéarité de f, f(v) = x1f(e1) + z2f(e2) + ... + znf(en).
Clest-a-dire, f(v) = (1 + 22 + ... + T,)v. (**%)

On en déduit que : 1 + z2 + ... + z, = 0 <= f(v) = 0.

De plus, dans le cas ou x1 + z2 + ...z, # 0, alors, d’apreés ( , v est un vecteur propre associé a la valeur
propre A = x1 + x2 + ... + &, et d’aprés ce qui précéde, Ey(\) = Vect(v).

***)
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EXERCICE 73 algébre

Enoncé exercice 73

2 1
On pose A = <4 _1>.

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
0
0 —2)
En déduire que l’ensemble des matrices qui commutent avec A est Vect (I, A).

2. Déterminer toutes les matrices qui commutent avec la matrice

Corrigé exercice 73

1. On obtient le polyndéme caractéristique x4 = (X — 3)(X + 2) et donc SpA = {-2,3}.
Apreés résolution des équations AX = 3X et AX = —2X, on obtient :

v ( (1)) e 2o v (1))

. a b
2. Sth—(C d).

ND:DN<:>{ —2b = 3

3¢ = _9. = b=c =0 <= N diagonale.

OIIEBLA:PDP_lawecP:(1 _14>etD:<3 O)'

1 0 —2
Soit M € MQ(R)

AM = MA & PDP~'M = MPDP~! < D(P~'MP) = (P~'MP)D < P~'MP commute avec D.

Clest-a-dire, AM = MA < P~1MP = (‘S 2)@ M=P (0 d> P,

Donc, l'espace des matrices commutant avec A est C'(A) = {P ( g 2 ) P~tavec (a,d) € Rg}.

donc dim C'(A4) =2
R?  — C(4

Pour le justifier, on peut vérifier que : ¢ : (a, < ) p-1 est un isomorphisme.

De plus, (I2 € C(A) et A € C(A)) donc Vect(I2, A) C C(A
De plus, dim C(A) = dim Vect(Iz, A) = 2.

On en déduit que C(A) = Vect(Iz, A).
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EXERCICE 74 algébre

Enoncé exercice 74

1 0 2
1. On considére la matrice A= |0 1 0
2 01

(a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.
(b) Déterminer les valeurs propres de A puis une base de vecteurs propres associés.

=x+2z

!

x

2. On consideére le systeme différentiel ¢ o’ , T,y, z désignant trois fonctions de la variable t,
/
z

=Y
=2r+z
dérivables sur R.

En utilisant la question 1. et en le justifiant, résoudre ce systéme.

Corrigé exercice 74

1. (a) A est symétrique réelle donc diagonalisable.

14X 0 -2
—2 0 —142A

En développant par rapport a la premiére ligne, on obtient, aprés factorisation :
Ya = (X —1)(X + 1)(X - 3).

0 1 1
On obtient aisément, £ = Vect 1 , E_1 = Vect 0 et B3 = Vect 0
0 -1 1

On pose ¢} =(0,1,0), e5, = (1,0,—1) et €5 = (1,0,1).
Alors, €' = (e}, €, e4) est une base de vecteurs propres pour I’endomorphisme f canoniquement associé
a la matrice A.

T+ 2z

2. Notons (5) le systéme Yy
2

/
/
!/

ISR SRS

T+ 2
Posons X (t) = | y(t)

Alors, () «— X' = AX.
On note P la matrice de passage de la base canonique e de R? & la base ¢’

0o 1 1
Dapres1., P=[1 0 0
0 -1 1
1 0 0
Et,sionpose D= [0 —1 0], alors A= PDP~1!,
0o 0 3
Donc (S) <= P~1X’ = DP~1X.
X1 (t)
On pose alors X; = P71 X et Xq(t) = | y1(t)
Z1 (t)
¥y =
Ainsi, par linéarité de la dérivation, (S) <= X| =DX; << v} = —-u1
zi = 3z
On résout alors chacune des trois équations différentielles d’ordre 1 qui constituent ce systéme.
r1(t) = ae
On trouve { y1(t) = be~t avec (a,b,c) € R3.
2(t) = ce?t

Enfin, on détermine x,y, z en utilisant la relation X = PX;.
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x2(t) = be !+ cedt
On obtient : ¢ y(t) = aet avec (a,b,c) € R3.
2(t) = —be !+ ced
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EXERCICE 75 algébre

Enoncé exercice 75

1 3

1. Démontrer que A n’est pas diagonalisable.

On considére la matrice A = <_1 _4> .

2. On note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a A.

Trouver une base (v1,v2) de R? dans laquelle la matrice de f est de la forme (g l;)

On donnera explicitement les valeurs de a, b et c.
¥ =—x—4y

3. En déduire la résolution du systéme différentiel ,
Yy =x+3y

Corrigé exercice 75

1. On note x4 le polynéme caractéristique de A.
On obtient, aprés calculs, x4 = (X — 1)2, donc SpA = {1}.
Si A était diagonalisable, alors A serait semblable a Iy, donc égale a Is.
Ce n’est visiblement pas le cas et donc A n’est pas diagonalisable.

2. xa(X) étant scindé, A est trigonalisable. F1(A) = Vect <<_21>>
Pour v; = (2,—1) et v2 = (—1,0) (choisi de sorte que f(v2) = va + v1) on obtient une base (v1,v2) dans

laquelle la matrice de f est T = ( (1) 1 )

3. Ona A= PTP ! avec P= _21 _01

x a
Posons X = < ) et Y =P71X = (b)
Yy

Le systéme différentiel étudié équivaut a I’équation X’ = AX qui équivaut encore , grace a la linéarité de la
dérivation, a I’équation Y’ =TY .
ad=a+b a(t) = Xe' + ute
b =0 b(t) = pe
Enfin, par la relation X = PY on obtient la solution générale du systéme initial :
2(t) = (@A — 1) + 2ut) !
y(t) = (A —ut)e’

Cela nous améne a résoudre le systéme de solution générale {
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EXERCICE 76 algébre

Enoncé exercice 76

Soit E' un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (| ).

On pose Vz € E, ||z|| = v/ (z|x).

1. (a)
(b)

Enoncer et démontrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Dans quel cas a-t-on égalité ? Le démontrer.

2. Soit E={f €C([a,b],R), Vz € [a,b] f(z)>0}.

b b
1
Prouver que ’ensemble { / f)dt x / mdt , f€EFE } admet une borne inférieure m et déterminer la

valeur de m.

Corrigé exercice 76

1. (a)

Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (| ).

On pose Vz € E, ||z|| = v/(z|x).

Inégalité de Cauchy-Schwarz : V(z,y) € E?, | (z|y) | < ||=|] ||yl|

Preuve :

Soit (z,y) € E%. Posons VA € R, P()\) = ||z + \y||?.

On remarque que VA € R, P(\) > 0.

De plus, P(A) = (z + Ay|lz + \y).

Donc, par bilinéarité et symétrie de (| ), P(A) = ||y||?\% + 2 (z|y) + ||=||>.
On remarque que P()) est un trinéme en \ si et seulement si ||y||* # 0.
Premier cas : siy =0

Alors | (z]y)| = 0 et ||z ||ly]| = 0 donc V'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.
Deuxiéme cas : y # 0

Alors ||y|| = /(yly) # 0 car y # 0 et (| ) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Donc, P est un trinéme du second degré en A qui est positif ou nul.

On en déduit que le discriminant réduit A est négatif ou nul.

Or A = (x[y)” — [[[[*[|y|* donc (z]y)* < |||1?ly[>

Et don, | (z[y) | < [[z]] [yl

On reprend les notations de 1. .

Prouvons que V(z,y) € E2, | (z|y) | = ||z||||y|]| <= z et y sont colinéaires.

Supposons que | (zly) | = [[2/ Iyl

Premier cas : siy =0

Alors z et y sont colinéaires.

Deuxiéme cas : siy # 0

Alors le discriminant de P est nul et donc P admet une racine double ).
C’est-a-dire P(A\g) = 0 et comme ( | ) est définie positive, alors x + Agy = 0.
Donc x et y sont colinéaires.

Supposons que = et y soient colinéaires.
Alors da € R tel que z = ay ou y = ax.
Supposons par exemple que x = ay (raisonnement similaire pour lautre cas).

| (@ly) [ = lal-| (yly) [ = lal[lyll* et 2] Iyl = v/(2l) [ly]] = /o ly)llyll = el []y][*.

Donc, on a bien 1’égalité.

2. On considére le produit scalaire classique sur C ([a,b] ,R) défini par :

b

V%QEQMHRLMQ=/f@mw.

b b
OnposeA:{/ f(t)dtx/ ﬁdt, fEE}.

ACR.
A # () car (b—a)? € A ( valeur obtenue pour la fonction ¢t — 1 de E).
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De plus, V f € E/ ft)dt x / —dt 0 donc A est minorée par 0.

On en déduit que A admet une borne inférieure et on pose m = inf A.
Soit f € E.

b 2
On considére la quantité </ \/f(t)\/%dt> .

b . 2 b 2
D’une part, </a \/f(t)\/mdt> = </a 1dt> = (b—a)?.

D’autre part, si on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire (| ) on obtient :

([ i) < f s | g

On en déduit que V f € E, / f(t)dt/ %dt > (b—a)

Donc m > (b—a)?.

b b
1
Et, si on considére la fonction f :¢+—— 1 de E, alors / f(t)dt/ mdt =(b—a)*

Donc m = (b —a)?.
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EXERCICE 77 algébre

Enoncé exercice 77

Soit F un espace euclidien.
1. Soit A un sous-espace vectoriel de F.
Démontrer que (AL)L = A.
2. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
(a) Démontrer que (F +G)* = F-nG*.
(b) Démontrer que (FNG)*" = FL + G+,

Corrigé exercice 77

1. OnaAc (A" . (%
En effet, Vo € A,Vy € AL, (x| y) = 0.
Cest-a-dire, Vo € A, z € (A1)*.

Comme F est un espace euclidien, £ = A ® A+ donc dim A = n — dim A*.

De méme, E = A+ & (AJ-)J' donc dim (AJ-)J‘ =n—dimA'.
Donc dim (AJ-)J' =dimA. (**)
D’aprés (*) et (**), (AJ-)J' = A.

2. (a) Procédons par double inclusion.

Prouvons que FX NG+ c (F+ G)™*.
Soit x € F+ NG+,

Soity € FF+G .

Alors 3(f,g9) € F x G tel que y = f + g.

@ly)= @lf) + (@lg =0
——— ——r

car fGI?et zeFL car geC;et zegt
Donc Vy € (F +G), (z|y) =0.
Donc z € (F + G)*.

Prouvons que (F +G)" c F-nG*.

Soit = € (F + G)*.

Vye F,ona (z|y)=0carye FC F+G.
Donc z € F+.

De méme, Vz € G,ona (z|z)=0car z € G C F+G.
Donc z € G+.

On en déduit que z € F+NG*.

Finalement, par double inclusion, (F + G)L =F+nG+t.

(b) D’aprés 2.(a), appliquée & F* et & G+, on a (Fl + Gl)L = (Fl)L N (GL)l.

Donc, d’aprés 1., (FJ- + GJ-)L =FNG.
1 YA il
Done ((F*+GH)T) = (FnG)".

C’est-a-dire, en utilisant 1. & nouveau, F'+ + G+ = (F N G)J‘.
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EXERCICE 78 algébre

Enoncé exercice 78

Soit E un espace euclidien de dimension n et u un endomorphisme de E.
On note (z|y) le produit scalaire de z et de y et ||.|| la norme euclidienne associée.

1. Soit v un endomorphisme de E, tel que : Vz € E, ||u(z)|| = ||=]/.
(a) Démontrer que : ¥(z,y) € E? (u(z)u(y)) = (z|y).
(b) Démontrer que u est bijectif.

2. On note O(F) I'ensemble des isométries vectorielles de E.
Clest -a-dire O(F) = {u € L(E) /Vz € E,||lu(z)|| = ||z||}.

Démontrer que O(F) , muni de la loi o , est un groupe.

3. Soit u € L(E). Soit e = (ey, e, ..., €,) une base orthonormée de E.
Prouver que : u € O(E) <= (u(e1), u(esz), ...,u(ey,)) est une base orthonormée de E.

Corrigé exercice 78
1. Soit u € L(E) tel que V(z,y) € E?, ||u(x)|| = ||z]|.

(a) Soit (x,y) € E2.
On a, d'une part, [[u( +y)|° = l|e +yl> = [l2]° + 2 | y) + [yl*. (%)
D’autre part,
(e + I = lu@) + u(®) > = fu@)] +2(u() |
On en déduit, d’aprés (*) et (**), que (u(z) | u(y)) = (z | ).
(b) Soit x € Keru.
Par hypothese, 0 = [lu(z)|* = ||z|* .
Donc z = 0.
Donc Keru = {0g}.
Donc u est injectif.
Puisque F est de dimension finie, on peut conclure que I’endomorphisme u est bijectif.

(y( )+ lu()* = el +2(ulz) | uly) + Iyl (%)

2. Montrons que 'ensemble O(F) des isométries vectorielles est un sous-groupe du groupe linéaire (GL(E), o).

On a O(F) C GL(FE) en vertu de ce qui précede.
On a aussi, évidemment, Idg € O(E). Donc O(FE) # 0.
Soit (u,v) € (O(E))>.
Va € E, [[ucv ™ (z)| = |[u(v™ ()| = |[v ™ (z)|| car u € O(E).
Et |[v ()| = |[o(v™ (2))]| = [|z]| car v € O(E).
Donc Vz € E,||uov™!(z)| = ||
On en déduit que uov~t € O(E).
3. Soit u € L(E). Soit e = (ey, e, ..., €,) une base orthonormée de E.
Supposons que u € O(E).

Soit (4, ) € ([1,n])>.
u € O(E) donc, d’aprés 1.(a), (u(e;)|u(e;)) = (eile;).

Or e est une base orthonormée de E donc (e;le;) = 5{ ol 517 désigne le symbole de Kronecker.

On en déduit que V(i,7) € ([[1,n]])2,(u(ei)|u(ej)) =

C’est-a-dire (u(ey), u(ez), ...,u(ey)) est une famille orthonormée de FE.
Donc, c’est une famille libre a n éléments de F avec dim F = n.
Donc (u(e1),u(ez), ..., u(e,)) est une base orthonormée de FE.

Réciproquement, supposons que (u(e1), u(ez), ..., u(e,)) est une base orthonormée de E.
Soit z € E.

n
Comme e est une base orthonormée de E, x = E T;€4.
i=1
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n n n n
el = | D miesl Y wje; | =D mia (eiley).
i=1 j=1

i=1 j=1
Or e est une base orthonormée de E donc ||z||*> = Z z? . (%)
De méme, par linéarité de u, ||u(z)||*> = Z u(e;) Zx] u(e;)) Z Zmzx] u(e;)|u(e;))-
=1 =1 j=1
Or (u(e1),u(ea), ..., u(e,)) est une base orthonormée de E, donc ||u(z)||* = Zm

D’apres (*) et (**), Va € E, [[u(z)]] = [|=].
Donc u € O(E).
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EXERCICE 79 algébre

Enoncé exercice 79

Soit a et b deux réels tels que a<b.

1. Soit h une fonction continue et positive de [a,b] dans R.

b
Démontrer que / h(z)dvr =0= h=0.

a

2. Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a, b] dans R.
b

On pose : ¥ (f.4) € B2, (flg) = / f(@)g(x)dz.

a
Démontrer que ’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
3. Majorer / Vze *dzx en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

Corrigé exercice 79

b
1. Soit h une fonction continue et positive de [a,b] dans R telle que / h(z)dz = 0.

a
x

On pose Vz € [a,b], F(z) = / h(t)dt.
h est continue sur [a, b] donc F est dérivable sur [a, b].
De plus, YV € [a,b], F'(x) = h(z).
Or h est positive sur [a, b] donc F est croissante sur [a,b]. (*)
Or F(a) = 0 et, par hypothése, F'(b) = 0. C’est-a-dire F(a) = F(b). (**)
D’aprés (*) et (**), F est constante sur [a, b].
Donc V z € [a,b], F'(z) = 0.
Cest-a-dire, V x € [a,b], h(z) = 0.
b
2. Onpose ¥ (£,9) € B2 (fl9) = [ f@)gla)d

a
Par linéarité de l'intégrale, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (|) est symétrique.
On en déduit que (| ) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

b
Soit f € E. (f|f) z/ A (z)da.

Or z — f2(x) est positive sur [a,b] et a < b donc (f|f) = 0.
Donc (| ) est positive. (**)

Soit f € E telle que (f|f) =0.
b
Alors/ f(z)dx = 0.

Or z — f?(x) est positive et continue sur [a, b] .
Donc, d’apreés 1., f est nulle sur [a,b] .
Donc (| ) est définie. (***)

D’apres (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur E.

1 1 1
3. L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne / Vrze *dr < \// xdm\// e 2 dr =
0 0 0

2
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EXERCICE 80 algébre

Enoncé exercice 80

Soit E 'espace vectoriel des applications continues et 2m-périodiques de R dans R.
2m

1. Démontrer que (f | g) = by f () g (t)dt définit un produit scalaire sur E.
T Jo

2. Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par f : x + cosz et g : x — cos (2z).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u : z +— sin® 2.

Corrigé exercice 80

2
L Onpose ¥ (.9) € 22 (fla) = 5 [ f(0a()at

Par linéarité de l'intégrale, (| ) est linéaire par rapport a sa premiére variable.
Par commutativité du produit sur R, (| ) est symétrique.
On en déduit que (| ) est une forme bilinéaire symétrique. (*)

27
Soit f € E. (f|f) = % ; FA(t)adt.

Or t — f2(t) est positive sur [0,27] et 0 < 27, donc (f|f) > 0.
Donc (|) est positive. (*¥*)

Soit f € F telle que (f|f) =0.
2m
Alors / FA(t)dt = 0.

Ort r—0> f2(t) est positive et continue sur [0, 27].
Dong, f est nulle sur [0, 27].

Or f est 2w-périodique donc f = 0.

Donc (| ) est définie. (***)

D’apres (*), (**) et (***), (|) est un produit scalaire sur E.

1 1
2. On aVr € R,sin’z = 3~ 5005(2%).

1
T =3 cos(2x)e F.

1
De plus, si on note h ’application = 3

1 2 1 2
(h|f) = —/ coszdzr =0 et (hlg) = —/ cos(2r)dx = 0 donc h € F+ (car F = Vect(f, g)).
47 0 4 0

1
On en déduit que le projeté orthogonal de u sur F' est x — ~5 cos(2x).
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EXERCICE 81 algébre

Enoncé exercice 81

On définit dans My (R) x My (R) Iapplication ¢ par : ¢ (A4, A’) = tr (ATA’), ou tr (AT A’) désigne la trace du
produit de la matrice AT par la matrice A’.
On admet que ¢ est un produit scalaire sur My (R) .

Onnote]-'{( _ab Z), (a,b)€R2}.

1. Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de My (R).
2. Déterminer une base de F*.
3. Déterminer le projeté orthogonal de J = ( i 1 ) sur Ft .
4. Calculer la distance de J a F.
Corrigé exercice 81
1. On a immédiatement F = Vect(Iy, K) avec K = _01 (1)
On peut donc affirmer que F est un sous-espace vectoriel de Mz (R).
F = Vect(I, K) donc (Iz, K) est une famille génératrice de F.
De plus, Iy et K sont non colinéaires donc la famille (I, K) est libre.
On en déduit que (Iz, K) est une base de F.
2. Soit M = (‘CL Z) € Ms (R).
Comme (I, K) est une base de F,
M€ Ft < ¢o(M,I,) =0et o(M,K) = 0.
Clest-a-dire, M € F* <= a+d=0et b—c=0.
Ou encore, M € Ft <= d=—aetc=0b.
On en déduit que F* = Vect (A4, B) avec A = ( (1) _01 ) et B = < (1) (1) )
(A, B) est une famille libre et génératrice de F* donc (A, B) est une base de F=.
3. On peut écrire J =1y + B avec I, € F et B € F*.
Donc le projeté orthogonal de J sur F' est B = (? é)
4. On note d(J, F) la distance de J a F.

D’aprés le cours, d(J, F) = ||J — pxr(J)|| ot pr(J) désigne le projeté orthogonal de J sur F.
On peut écrire 4 nouveau que J = Iy + B avec I, € F et B € F+.

Donc pr(J) = L.

On en déduit que d(J, F) = ||J —pr(J)|| = ||J — La|| = || B]| = V2.
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EXERCICE 82 algébre

Enoncé exercice 82

Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie n > 0.

On admet que, pour tout x € E, il existe un élément unique yo de F' tel que x — yq soit orthogonal & F' et que la
distance de = a F soit égale & ||z — yol|.

Pour A = (Z Z) et A’ = <Z, Z,), on pose (A | A') = ad’ + bV + ¢’ + dd'.

1. Démontrer que (.|.) est un produit scalaire sur My (R).

1

2. Calculer la distance de la matrice A = < 1 9

) au sous-espace vectoriel F' des matrices triangulaires

supérieures.

Corrigé exercice 82
1. On pose E = Ms(R).

/ /
Pour A = (i Z) eFet A= <Z, Z,) € E , on pose (A|A") = ad’ +bb' + ¢’ + dd'.

!/ / " /!
Soit A = <‘cL “er. a-= (Z, Z,) €E,B= <(;,, Z,,) €E.SoitacR.
/ " /!
(A+A'|B) = ((Z‘ig SIZ) | <CCL Z)) = (a+a)a" + (b+ V)W + (c+ )+ (d+d)d".

Donc (A + A'|B) = (aa” + bb" + cc’ + dd") + (a'a” + Wb + ¢ + d'd") = (A|B) + (A'|B).
— aa Oéb a” b” _ 1 /! /! 1

(aA|B) = ((ac ad) | (c” d”)) = aaa” + abl” + acd’ + add’ = o (A|B).

On en déduit que (.|.) est linéaire par rapport & sa premiére variable.

De plus, par commutativité du produit sur R, (.|.) est symétrique.

Donc (.].) est une forme bilinéaire et symétrique. (¥)

Soit A = (Z Z €E.
(A|A) = a®? +b?> + c® +d? > 0. Donc (.| .) est positive. (**)
Soit A = Z Z € E telle que (A|A) = 0.

Alors a®> + b2+ 2 +d%2 =0.
Comme il s’agit d’une somme de termes tous positifs, on en déduit que a =b=c=d =0 donc A = 0.
Donc (.].) est définie. (***)

D’apres (*), (**) et (***), (.|.) est un produit scalaire sur E.

-1 0)°

10 0 0\ _ ., s ({0 0\, (a b))
(O 2>€Fet <1 0>EF carV(a,b,cl)ER,((1 0)|(0 d>>_0.

On en déduit que le projeté orthogonal, noté pr(A), de A sur F est la matrice ((1) g)

.. 0 0
s, a(4,7) =14 = pr(a)l =11 () ) 111
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Exercice 83 algébre

Enoncé exercice 83
Soit u et v deux endomorphismes d’un R-espace vectoriel E.

1. Soit A un réel non nul. Prouver que si A est valeur propre de u o v, alors A est valeur propre de v o u.

2. On considére, sur £ = R [X] les endomorphismes v et v définis par u : P — / Petv:Pr—— P .

Déterminer Ker(u o v) et Ker(v o ). Le résultat de la question 1. reste-t-il vrai pour A =07

3. Si E est de dimension finie, démontrer que le résultat de la premiére question reste vrai pour A = 0.
Indication : penser a utiliser le déterminant.

Corrigé exercice 83

1. Soit A # 0.
Si A valeur propre de uow alors 3z € E\ {0} / (uov)(z) = Ax. (%)
Pour un tel z non nul, on a alors v(u o v(x)) = Av(z) c’est-a-dire (v ou)(v(z)) = Av(z) ().
Si v(z) = 0 alors, d’aprés (x), Az = 0. Ce qui est impossible car z # 0 et A # 0.
Donc v(x) # 0.
Donc, d’aprés (xx), v(x) est un vecteur propre de v o u associé a la valeur propre A.
2. On trouve que vou=Id et uov : P— P(X) — P(1).
Ainsi Ker(vou) = {0} et Ker(uov) = Rg [X].
On observe que 0 est valeur propre de u o v mais n’est pas valeur propre de v o u.
On constate donc que le résultat de la question 1. est faux pour A = 0.

3. Si E est de dimension finie, comme det(u o v) = det u det v = det(v o u) alors :
0 est valeur propre de u o v <= det(uov) =0 < det(vowu) =0 <= 0 est valeur propre de v o u.

Remarque 1 : le résultat de la question 1. est vrai pour A = 0 si et seulement si F est de dimension finie.
Remarque 2 : Si F est de dimension finie, u o v et v o u ont les mémes valeurs propres.
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EXERCICE 84 algébre

Enoncé exercice 84

1.

Donner la définition d’un argument d’un nombre complexe non nul (on ne demande ni I'interprétation
géométrique, ni la démonstration de Pexistence d’un tel nombre).

. Soit n € N*. Donner, en justifiant, les solutions dans C de I’équation z™ = 1 et préciser leur nombre.

En déduire, pour n € N*, les solutions dans C de ’équation (z +1)" = (z —i)" et démontrer que ce sont des
nombres réels.

Corrigé exercice 84

1.

Soit z un complexe non nul. Posons z = = + iy avec x et y réels.
Un argument de z est un réel 0 tel que = = el avec |z| = /22 + y2.

K]

. z =0 n’est pas solution de I’équation z" = 1.

Les complexes solutions s’écriront donc sous la forme z = rel? avec 7 > 0 et 6 € R.
rt =1 r=1
Onaz'=1 < et = Qkﬂet
nd =0 mod 27 0 =——aveck eZ
n

2k 2k
Les réels —W, pour k € [0,n — 1], sont deux a deux distincts et V& € [0,n — 1], =T e [0, 27
n n

0,27 —

Ore .

C L
oif est Injective.

Donc, {e% avec k € [0,n — 1ﬂ} est constitué de n solutions distinctes de I’équation z™ = 1.

Les solutions de I’équation 2™ = 1 étant également racines du polyndéme X™ — 1, il ne peut y en avoir
d’autres.

Finalement, I’ensemble des solutions de I’équation z™ =1 est S = {e% aveck € [0,n — 1]]}

. z =i n’étant pas solution de I'équation (z +1)" = (z —1)",
(z+)"=(=-1)" <= <Z+1) =1
z—1i
— dke [[O,n—l]]telquez—i—T = e
2

< Jke[0,n—1]tel quez (1 —emﬁw) =—i (1+ei2ﬁ7r)

i2km

En remarquant que z (1 —en ) =—i (1 + e%) n’admet pas de solution pour k£ = 0, on en déduit que :

i2km

. . .en +1
z+1)"=(=-1)" < FJke[l,n—1]tel quez=i Gz
e n —
ikm ikm km km
i2km - 2cos | — cos | —
L. ,en +1 en +e n . n n . .
En écrivant 1 —5= =i— — =1 = , on voit que les solutions sont des
| ikm ikm o <k7r) . (lmr)
— - 2isin | — sin [ —
en —e N n n
réels.
On pouvait aussi voir que si z est solution de 'équation (2 +1)" = (2 — i)™ alors |z +i| = |z — i| et donc le

point d’affixe z appartient & la médiatrice de [A, B], A et B étant les points d’affixes respectives i et —i,
c’est-a-dire a la droite des réels.
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EXERCICE 85 algébre

Enoncé exercice 85

1. Soient n € N*, P € R, [X] et a € R.
(a) Donner sans démonstration, en utilisant la formule de Taylor, la décomposition de P(X) dans la base
(1,Xfa,(Xfa)2,~~~ ,(Xfa)”).

(b) Soit r € N*. En déduire que :
a est une racine de P d’ordre de multiplicité r si et seulement si P(")(a) # 0 et Yk € [0,7 — 1] ,
P®*)(a) = 0.

2. Déterminer deux réels a et b pour que 1 soit racine double du polynéme P = X° + aX? + bX et factoriser
alors ce polynéme dans R [X].

Corrigé exercice 85

" pk) (g
1. (a) P(X) :ZP k!( )(X—a)k.

a est une racine d’ordre r de P <= 3Q € R,,_,.[X] tel que Q (a) #0et P = (X —a)" Q

n—r

3(q0; - Gn—r) ER"" tel que qo £ O et P= (X —a)" > q; (X —a)’
1=0

!

<~ 3(q0y--qnr) ER" " tel que go #0 et P = Z ¢ (X —a)™"
=0

n
— (g, qn_r) ER" " tel que gg #0 et P = qu_,. (X — a)k
k=r

D’aprés la formule de Taylor (rappelée ci-dessus) et I'unicité de la décomposition de P dans la base
(1,(X —a),...,(X —a)") de R,[X] il vient enfin :

a est une racine d’ordre r de P <= Vk € {0,...,r —1} P® (a)=0et P (a)#0

2. D’aprés la question précédente,

1 est racine double de P = X% +aX? +bX <= P(1)=P (1)=0et P"(1)#0

l1+a+b=0
<— 54+2a+b=0
204+ 2a #0

<— a=-4detb=3

On obtient X°® —4X?2 +3X = X (X —1)%(X? +2X + 3) et c’est la factorisation cherchée car le discriminant
de X2 +2X + 3 est strictement négatif.
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EXERCICE 86 algébre

Enoncé exercice 86

1. Soit (a,b,p) € Z3. Prouver que : sipAa=1et pAb=1, alors p A (ab) = 1.

2. Soit p un nombre premier.

(a) Prouver que Vk € [1,p — 1], p divise (Z) k! puis en déduire que p divise (Z)

(b) Prouver que : Vn € N, n? =n mod p.
Indication : procéder par récurrence.

(c) En déduire, pour tout entier naturel n, que : p ne divise pas n = nP~! =1 mod p.

Corrigé exercice 86

1. On suppose pAa=1et pAb=1.
D’aprés le théoréme de Bézout,
J(u1,v1) € Z* tel que uyp +via=1. (1)
J(ug,v2) € Z? tel que ugp +vab = 1. (2)
En multipliant les équations (1) et (2), on obtient :
(uruep + u1v2b + ugvia)p + (v1v2)(ab) = 1.
~——

€z €z
Donc, d’apreés le théoréme de Bézout, p A (ab) = 1.

2. Soit p un nombre premier.
: N pY__p _plp—1)..(p—k+1)
(a) Soit k € [1,p —1]. <k>_k!(p—k)!_ X .
Donc (Z) El=pp-1)..p—k+1).

donc p| (Z) k. (3)

Or, Vi € [1,k]], pAi =1 (car p est premier) donc, d’aprés 1., p A k! = 1.
Donc, d’aprés le lemme de Gauss, (3) = p/| (i)

(b) Procédons par récurrence sur n.
Pour n = 0 et pour n = 1, la propriété est vérifiée.
Soit n € N.
Supposons que la propriété (P,) : nP =n mod p soit vérifiée.
p—1

Alors, d’aprés la formule du bindéme de Newton, (n + 1)? = n? + Z (i) nk 4+ 1. (4)

k=1

p—1
OrVke[l,p— 1]],p|(i) doncp|z (i)nk )
k=1

Donc d’aprés (4) et (P,), (n+1)? =n+1 mod p et (P,41) est vraie.
(c) Soit n € N tel que p ne divise pas n.

Comme p est premier, alors p An = 1.

La question précédente donne p divise n? —n = n(nP~! —1).

Or comme p est premier avec n, on en déduit, d’aprés le lemme de Gauss, que p divise nP~! — 1.

Ce qui signifie que n?~! =1 mod p. (petit théoréme de Fermat).
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EXERCICE 87 algébre

Enoncé exercice 87

Soient ag, a1, - ,a, , n+ 1 réels deux a deux distincts.

1. Montrer que si bg, by, -+ ,b, sont n + 1 réels quelconques, alors il existe un unique polynéme P vérifiant

deg P < m et Vi€ [0,n], P(a;)=0;.

2. Soit k € [0,n].
Expliciter ce polynéme P, que ’on notera Ly, lorsque :

. [0 si itk
Vi € [0,n], bi—{l S ik

3. Prouver que ¥p € [0,n] , ZQZL]C - X7,
k=0

Corrigé exercice 87
R.[X] — R

P — (P (ao),P(a1), - ,P(ay))
Montrons que Keru = {0}.

1. L’application u : est linéaire.

Si P € Keru, alors P (ag) = P(a1) =--- = P (a,) = 0 et le polynome P, de degré inférieur ou égal a n,
admet n + 1 racines distinctes.
Donc P = 0.
Ainsi u est injective et comme dimR,[X] =n + 1 = dimR"*! | u est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Enfin les conditions recherchées sont équivalentes a : P € R, [X] et u (P) = (bo,...,bn) .
La bijectivité de u dit que ce probléme admet une unique solution P et on a P = u~! ((bg,...,b,)).

2. Pour ce choix de by, by, - ,b, le polynéme Lj vérifie les conditions :

. 0 si i#k
deg Ly, < n et Vi€ [0,n], Li(a;) = { 1 s ik
Comme ag, . ..,05—1,0k+1, - - -, ap SOt 1 racines distinctes de L qui est de degré < n, il existe

nécessairement A € K tel que
n

Ly =A[ (X - a)

1
La condition supplémentaire Ly (a;,) = 1 donne A = ——— et finalement :

[T (ar —ai)

n
X*G,Z'

Le=]]
Qv — s
imp Wk T

i#k

~
[}

~
>
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3. Soit p € [0,n].

Les polynoémes Z aj Ly, et XP vérifient les mémes conditions d’interpolation :
k=0

degP<n et Vie{0,---,n} P(a;)=al

n
Par 'unicité vue en premiére question, on a E apLy = XP.
k=0
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EXERCICE 88 algébre

Enoncé exercice 88

1. Soit F un K-espace vectoriel (K =R ou C).

Soit uw € L(E). Soit P € K[X].

Prouver que si P annule u alors toute valeur propre de u est racine de P.
2. Soit n € N tel que n > 2. On pose E = M,, (R).

. . . Osii=j
Soit A = (a;.i)1<i<n la matrice de E définie par a; ; = L
( J)iéén p J { 1sii##j
Soit u € L (F) défini par : VM € E, u(M) = M + tr(M)A.
(a) Prouver que le polynéme X2 — 2X + 1 est annulateur de u.
(b) w est-il diagonalisable ?
Justifier votre réponse en utilisant deux méthodes (I'une avec, 'autre sans l'aide de la question 1.).

Corrigé exercice 88

1. Soit u € L(E). Soit P =Y a; X* € K[X].
k=0
On suppose que P annule u.

Soit \ une valeur propre de u.

Prouvons que P(X\) = 0.

A valeur propre de u donc : 3z € E\ {0} /u(x ) =
On prouve alors par récurrence que : Vk € N, u*(z

Alnsi : Zaku = Zak)\kx =P(Nzx

Or P(u) = 0 donc P(u)(x) = 0 dﬁig P(\)a = 0.
Or z # 0 donc P(\) = 0.

2. Soit n € N tel que n > 2. On pose E = M,, (R).

.
)=

o . o [ 0sii=}
Soit A = (a“)iiﬁiﬁ la matrice de E définie par a; ; = { Lsii £ j

(a) Posons P = X% —2X + 1.
Prouvons que P est annulateur de u c’est-a-dire que P(u) = 0.
Soit M € E.
u? (M) =uou(M) = (M +tr(M)A) + tr (M + tr(M)A) A.
C’est-a-dire, par linéarité de la trace, u?(M) = M + tr(M)A + tr(M) A + tr(M)tr(A) A.
Or tr(A) = 0 donc u?(M) = M + 2tr(M)A.
Ainsi v?(M) — 2u(M) +1d(M) = M + 2tr(M)A — 2M — 2tr(M)A+ M = 0.

On a donc prouvé que u? — 2u + Id = 0.
C’est-a-dire P est annulateur de u.

(b) Notons I,, la matrice unité de E.
Premiére méthode :
Notons Spec(u) le spectre de u.
P = (X —1)% et P est annulateur de u.
Donc d’aprés 1., Spec(u) C {1}.
De plus A # 0 et u(A) = A donc Spec(u) = {1}.
Alnsi, si u était diagonalisable alors on aurait F = Ker (u — Id).
C’est-a-dire, on aurait v = Id.
Or u(I,) # I, (puisque tr(I,) # 0) donc u # Id.
On obtient donc une contradiction.
On en déduit que u n’est pas diagonalisable.

Deuxiéme méthode :
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Notons 7, le polynéme minimal de w.

P = (X —1)? est un polynoéme annulateur de u donc 7, |P.

Si u était diagonalisable alors 7, serait scindé & racines simples.

On aurait donc 7, = X — 1.

Ce qui impliquerait que v = Id car P,, est également un polyndéme annulateur de wu.
Or u(I,) # I, (puisque tr(I,) # 0) donc u # Id.

On obtient donc une contradiction.

On en déduit que u n’est pas diagonalisable.
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EXERCICE 89 algébre

Enoncé exercice 89

Soit n € N tel que n > 2. On posez:ei%.

1. On suppose k € [1,n — 1].
Déterminer le module et un argument du complexe z* — 1.

n—1
2
2. On pose S = Z ’zk — 1|. Montrer que S = —.
=0 tal’l%

Corrigé exercice 89

1. On pose Z = zF — 1.
k2w kl km km ki

_ —{—

i i i L. k
J=e N —1=e n |[en —e N :en21sm(”)

n

k ( T 7T)

i(—+—
c’est-a-dire Z = 2sin (W) e n 2
n

k
Pour k € [1,n—1],ona 0 < kf < 7, donc sin <W> > 0.
n

k k
Donc le module de Z est 2 sin (W> et un argument de Z est o + g
n n

k
2. On remarque que pour k = 0, |z* — 1| = 0 et sin <W> =0.
n

n—1
km
Donc d’aprés la question précédente, on a S = 2 Z sin () .

n
k=0
n—1 .kﬂ
. . . . 1
S est donc la partie imaginaire de T = 2 Z e n.
k=0
- 1—e™ 4
1i— — €
Or,commeen #1,onaT =2 = = = -

i— i—
l1—en l—en

K o o o o
Orl—en =e?2n <e 2n—e2n>:—21e2nsin(;>.
n

T
—i— T
de 2n 2 ) —i2—
. w . w e .
—2i sin — sin —
2n 2n

On en déduit que T =

™
En isolant la partie imaginaire de 7', et comme cos (2—) #0 (n > 2), on en déduit que S =
n
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EXERCICE 90 algébre

Enoncé exercice 90

K désigne le corps des réels ou celui des complexes.
Soient a1, as, a3 trois scalaires distincts donnés de K.

1. Montrer que ® : Ky[X] — K3 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
P — (P(al),P(ag),P(ag))
2. On note (e1, 2, €3) la base canonique de K3 et on pose Vk € {1,2,3}, L, = & L(eg).
(a) Justifier que (Ly, Lo, L3) est une base de Ky[X].

(b) Exprimer les polynémes L, Ly et L3 en fonction de a1, as et as.
3. Soit P € Ky[X]. Déterminer les coordonnées de P dans la base (L, Lo, L3).

4. Application : on se place dans R? muni d’un repére orthonormé et on considére les trois points
A(0,1),B(1,3),C(2,1).
Déterminer une fonction polynomiale de degré 2 dont la courbe passe par les points A, B et C.

Corrigé exercice 90

1. Par linéarité de ’évaluation P — P(a) (ol a est un scalaire fixé), @ est linéaire.

Soit P € Ky[X] tel que ®(P) = 0.

Alors P(ay) = P(a2) = P(ag) =0, donc P admet trois racines distinctes.
Or P est de degré inférieur ou égal & 2; donc P est nul.

Ainsi, Ker(®) = {0} i.e. ® est injective.

Enfin, dim (K3[X]) = dim (K?®) = 3 donc @ est bijective.

Par conséquent, ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels de Ky [X] dans K3.
2. (a) ® est un isomorphisme donc l'image réciproque d’une base est une base.
Ainsi, (Ly, Lo, L3) est une base de Ko[X].
(b) Ly € Ry[X] et vérifie ®(L;) = (1,0,0) i.e. (Li(ar), L1(az), L1(as)) = (1,0,0).
Donc, comme as et ag sont distincts, (X — a2)(X — ag) | L.
Or deg L1 < 2, donc 3k € K tel que Ly = k(X — a2)(X — as).
1
La valeur Li(a;) =1 donne k =
(X —a2)(X —a3)
(a1 — az)(a1 — as)’

(a1 —az)(a1 —az)’

Donc L =

(X — al)(X — a3) o (X —al)(X —0,2)
et L3 = .
(az - al)(a2 - as) (a3 - a1)(as - a2)
3. (L1, Lo, L3) base de Ky[X] donc I(A1, A2, A3) € K3 tel que P = ALy + AaLo + A3L3.
Par construction, V(i, j) € {1,2,3}2, L;i(a;) = §;; donc P(a;) = A;.
AAiHSi7 P = P(al)Ll + P(QQ)LQ + P(a3)L3.
4. On pose a; =0, as = 1 et ag = 2. Ces trois réels sont bien distincts.
On cherche P € Ry[X] tel que (P(ay), P(az), P(as)) = (1,3,1).
Par bijectivité de ® et d’apreés 3. , 'unique solution est le polynéme P = 1.L; + 3.Ly + 1.L3.
X-1DH(X-2 X(X -2 X(X -1
Onale( )2( ),LQZ (71 )etng%.
Donc P = —2X? +4X + 1.

Un raisonnement analogue donne Lo =
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EXERCICE 91 algébre

Enoncé exercice 91

0 2 -1
On considére la matrice A= [ =1 3 —1] € M3(R).
-1 2 0

Ll e

Montrer que A n’admet qu’une seule valeur propre que ’on déterminera.
La matrice A est-elle inversible 7 Est-elle diagonalisable ?
Déterminer, en justifiant, le polynéme minimal de A.

Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par (X — 1)? et en déduire la valeur de
A",

Corrigé exercice 91

1.

Déterminons le polynéme caractéristique y 4 de A :

A -2 1 A-1 -2 1
xa\) = |1 x=3 1 = A—1 A—3 1
1 -2 A 3 A—1 -2 A
Cu—ZCZ‘
=1
1 -2 1 1 -2 1
= A=D1 x=3 1 = A=1]0 Xx=1 0
1 -2 | 2ot 0 0 -1
= (A-1)?

Donc x4 = (X —1)3.
Donc A admet 1 comme unique valeur propre.

. Puisque 0 n’est pas valeur propre de A, A est inversible.

Si A était diagonalisable elle serait semblable & la matrice identité et donc égale & la matrice identité.
Puisque ce n’est pas le cas, A n’est pas diagonalisable.

Notons 74 le polyndme minimal de A.
w4 divise x4 et m4 est un polynéme annulateur de A.

-1 2 -1\ /-1 2 -1 00 0
A-T3#0et (A-I3)2=[-1 2 1] -1 2 —=1]=(0 0 0
-1 2 —-1) \-1 2 -1 00 0

Donc m4 = (X —1)2.

Soit n € N. Par division euclidienne de X™ par (X — 1)?,

INQ,R) e RIX] x Ry[X], X" = (X - 1)?2Q+R (1)

Or, 3(a,b) € R?, R=aX +bdonc X" = (X —1)2Q + aX +b.

Puisque 1 est racine double de (X — 1)? on obtient : 1 = a + b et, aprés dérivation, n = a.
Donc R=nX+1—n. (2)

74 = (X —1)? étant un polynéme annulateur de A on a d’aprés (1) et (2) :

VneN, A" =nA+ (1 —n)ls
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EXERCICE 92 algébre

Enoncé exercice 92

Soit n € N*. On considére E = M,,(R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n.

On pose : V(A, B) € E%, (A, B) = tr(AT B) ot tr désigne la trace et AT désigne la transposée de la matrice A.
1. Prouver que {,) est un produit scalaire sur F.

2. On note S, (R) l'ensemble des matrices symétriques de E.
Une matrice A de E est dite antisymétrique lorsque A7 = —A.
On note A, (R) 'ensemble des matrices antisymétriques de E.
On admet que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels de E.

(a) Prouver que F = S, (R) ® A,(R).
(b) Prouver que A,(R)* = S,(R).

3. Soit F' I’ensemble des matrices diagonales de F.
Déterminer F+.

Corrigé exercice 92

1. (,) est linéaire par rapport & sa premiére variable par linéarité de la trace, de la transposition et par
distributivité de la multiplication par rapport & I’addition dans FE.
De plus, une matrice et sa transposée ayant la méme trace, on a :
V(4,B) € E2, (A, B) = tr(ATB) = tr((A”B)") = x(BTA) = (B, A).
Donc (,) est symétrique.
On en déduit que (,) est bilinéaire et symétrique. (1)

Soit A = (Ai7j)1<v - ek
SHIST n n

(A, A) =tr(ATA) = (ATA);; =D (AT kApi = ZZA donc (A, A) >0

i=1 i=1 k=1 i=1 k=1
Donc () est positive. (2)

Soit A = (Ai,j)lgi’j@ € E telle que (A, A) =0.

Alors » N " A} ;=0.Or, Vi € [1,n], Vk € [1,n], A, > 0.
i=1 k=1

Donc Vi € [1,n], Vk € [1,n], Ax; = 0. Donc A = 0.

Donc (,) est définie. (3)

D’aprés (1),(2) et (3), (,) est un produit scalaire sur E.

Remarque importante : Soit (4, B) € E?.

On pose A = (Ai’j)lgi,jgn et B = (B',j)1<”<ﬂ

Alors (A, B) = tr(ATB) = Y (A"B);, Z Z (AT), Bri=_> AriBui -
i=1 i=1 k=1 i=1 k=1

Donc (,) est le produit scalaire canonique sur E.

2. (a) Soit M € Sp(R) N An(R).
alors MT = M et MT = —M donc M = —M et M = 0.
Donc S, (R) N A, (R) = {0}. (1)

Soit M € E. . .
M+ M M- M
PosonsS:—FTetA:T.

OnaM=5+A.

T
ST — <M+2M> %(MT +(MTYT) :%(MT+M) = S, donc S € S, (R).
a7 = (MM = L a7 = YT = (7~ b1) = A, dome A € 4,(R)
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On en déduit que F = S,(R) + A, (R). (2)

D’aprés (1) et (2), E = S,(R) & A,(R).
Remarque : on pouvait également procéder par analyse et synthése pour prouver que
E=5,R)® A,(R).
(b) Prouvons que S, (R) C A, (R)*.
Soit S € Sp(R).
Prouvons que V A € A,(R), (S, A) =0.
Soit A € A, (R).
(S, A) =tr(STA) = tr(SA) = tr(AS) = tr(—ATS) = —tr(ATS) = — (A4,8) = — (5, A).
Donc 2 (S, A) =0 soit (S, A) =0.
On en déduit que S,(R) C A, (R)* (1)
De plus, dim A4, (R)* = n? — dim A4, (R).
Or, d’aprés 2.(a), E = S, (R) ® A, (R) donc dim S,,(R) = n? — dim 4, (R).
On en déduit que dim S, (R) = dim A4, (R)*. (2)
D’aprés (1) et (2), Sp(R) = A, (R)*.
3. On introduit la base canonique de M,,(R) en posant :
1 sik=ietl=j

Vie [1,n],Vje[l,n], E;; = (ek’l)lg_,l@ avec ey = { 0 sinon
On a alors F = Vect (E1 1, FE22, ..., Epn).
Soit M = (m ;) € E.

1<i,j<n
Alors, en utilisant la remarque importante de la question 1.,

M e Ft < Vie[l,n], (M,E;;) =0<=Viec [l,n], m; =0.
Donc F+ = Vect (Eu telles que (,§) € [1,n]” et i # j).

En d’autres termes, F* est 'ensemble des matrices comprenant des zéros sur la diagonale.
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EXERCICE 93 algébre

Enoncé exercice 93

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 0 et u € L(E) tel que u® + u? +u = 0.
On notera Id I'application identité sur F.

1. Montrer que Imu & Keru = FE.

2. (a) Enoncer le lemme des noyaux pour deux polynomes.
(b) En déduire que Imu = Ker(u? + u + Id).

3. On suppose que u est non bijectif.
Déterminer les valeurs propres de u. Justifier la réponse.

Remarque : les questions 1. , 2. et 3. peuvent étre traitées indépendamment les unes des autres.

Corrigé exercice 93

L.Onaw’+u?>+u=0 (%)
Soit y € Imu N Keru.
Alors 3z € E tel que y = u(x) et u(y) = 0.
Donc, d’aprés (*), 0 = u?(z) +u?(z) +u(z) = v?(y) +uly) +y =0 .
=
Donc y = 0.
Donc Keru NImu = {0}. (1)
De plus, E étant de dimension finie, d’aprés le théoréme du rang, dim F = dim Keru 4+ dim Imu. (2)

Donc, d’apres (1) et (2), E = Keru @ Imu.
2. (a) Lemme des noyaux pour deux polyndmes :
Si A et B sont deux polynoémes premiers entre eux, alors Ker(AB)(u) = KerA(u) @ KerB(u).
(b) On pose P = X3 + X2 + X. P est un polynéme annulateur de u donc KerP(u) = E.
P=X(X?+ X +1). De plus, X et X?+ X + 1 sont premiers entre eux.
Donc, d’aprés le lemme des noyaux, E = Keru @ Ker(u? + u + Id).

On en déduit que dim Ker(u? + u + Id) = dim £ — dim Keru = dim Imu.  (3)

Prouvons que Imu C Ker(u? 4+ u + 1d).
Soit y € Imu.
alors 3z € E tel que y = u(x).
(u? +u+1d)(y) = (u® + u? + u)(z) = 0 d’apres (*).
Donc y € Ker(u? + u + 1d).
On a donc prouvé que Imu C Ker(u? + u +1d). (4)
Donc, d’aprés (3) et (4), Imu = Ker(u? + u + Id).
3. P=X?+X?+ X = X(X%+ X + 1) est un polynéme annulateur de u.
Donc si on note sp(u) ensemble des valeurs propres de w alors sp(u) C {racines réelles de P}.
Or {racines réelles de P} = {0} donc sp(u) C {0}. (5)
Or u est non bijectif donc, comme u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, u est
non injectif.
Donc Keru # {0}, donc 0 est valeur propre de u. (6)
On en déduit, d’aprés (5) et (6), que sp(u) = {0} .
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EXERCICE 94 algébre

Enoncé exercice 94

x
x

=

n’a pas de solution x

i
=~ ot
=)

1. En raisonnant par ’absurde, montrer que le systéme (5) : {

appartenant a Z.

2. (a) Enoncer le théoréme de Bézout dans Z.

(b) Soit a et b deux entiers naturels premiers entre eux.
Soit ¢ € Z.

Prouver que : (a|cet b|c) <= abc.

x
3. On consideére le systéme (S) : ¢ =
x

[17]
[16]
[15]

(a) Déterminer une solution particuliére z¢ de (S) dans Z.

dans lequel 'inconnue x appartient a Z.

= ot O

(b) Déduire des questions précédentes la résolution dans Z du systéme (.5).
On exprimera les solutions en fonction de la solution particuliére xg.

Corrigé exercice 94

1. Par ’absurde on suppose que = € Z est solution.
Alors 2 = 5 [6] donne que x est impair puisque qu’il existe k € Z tel que x = 6k + 5.
De méme z = 4 [8] donne que z est pair. D’ou I’absurdité.

2. (a) Theéoréme de Bézout :
Soit (a,b) € Z2.
aNb=1<= I(u,v) € Z* [ au+bv = 1.

(b) Soit (a,b) € N2, On suppose que a A b = 1.

Soit ¢ € Z.
Prouvons que ablc = a|cet bc.
Si ab|c alors 3k € Z / ¢ = kab.
Alors, ¢ = (kb)a donc a|c et ¢ = (ka)b donc blc.

Prouvons que (alc et b|c) = ab|c.

aAb=1donc I(u,v) € Z%*/au+bv=1. (1)

De plus a|c donc k1 € Z / ¢ = kra. (2)

De méme, b|c donc Fky € Z / ¢ = kob. (3)

On multiplie (1) par ¢ et on obtient cau + cbv = c.

Alors, d’aprés (2) et (3), (k2b)au + (k1a)bv = ¢, donc (kou + k1v)(ab) = ¢ et donc ablc.

On a donc prouvé que (a|cet b|c) <= ab|c.

3. (a) En observant le systéme (5), on peut remarquer que g = —11 est une solution particuliére.
o = 6 [17}
(b) zo solution particuliere de (S) donc ¢ =g = 5 [16] .
r—xz9 = 0 [17]
On en déduit que z solution de (S) si et seulement si ¢ z—z9 = 0 [16]
x—xz9 = 0 [15]

c’est-a-dire x solution de (S) <= (17|x — xg et 16|z — ¢ et 15|z — x¢).
Or 17 A 16 = 1 donc d’aprés 2.(b), = solution de (S) <= (17 x 16|z — x¢ et 15|z — xp).
De méme (17 x 16) A 15 = 1 donc d’aprés 2.(b), « solution de (S) <= 17 x 16 x 15|z — x.

Donc I’ensemble des solutions de (S) est {zo + 17 x 16 x 15k, k € Z} = {—11 + 4080k, k € Z}.

CC BY-NC-SA 3.0 FR Page 136


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3.0/deed.fr

Banque épreuve orale de mathématiques session 2025, CCINP, filiére MP et MPI Mise a jour : 11,/09/2024

BANQUE PROBABILITES

EXERCICE 95 probabilités

Enoncé exercice 95

Une urne contient deux boules blanches et huit boules noires.

1. Un joueur tire successivement, avec remise, cinq boules dans cette urne.
Pour chaque boule blanche tirée, il gagne 2 points et pour chaque boule noire tirée, il perd 3 points.
On note X la variable aléatoire représentant le nombre de boules blanches tirées.
On note Y le nombre de points obtenus par le joueur sur une partie.

(a)
(b)

Déterminer la loi de X, son espérance et sa variance.

Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

2. Dans cette question, on suppose que ’on tire simultanément cinq boules dans 'urne.

(a)
(b)

Déterminer la loi de X.
Déterminer la loi de Y.

Corrigé exercice 95

1. (a)

L’expérience est la suivante : I’épreuve "le tirage d’une boule dans I'urne" est répétée 5 fois.
Comme les tirages se font avec remise, ces 5 épreuves sont indépendantes.
Chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le joueur tire une boule blanche (succés avec la

1 4
probabilité p = — = g) ou le joueur tire une boule noire (échec avec la probabilité —).
La variable X considérée représente donc le nombre de succés au cours de I'expérience et suit donc une

loi binomiale de paramétre (5, é)
NPT 5Y Lk 4 5k
Cest-a-dire X () = [0,5] et : VEk € [0,5], P(X =k) = (<) (5) "

1 1 1 4
Donc, d’apreés le cours, F(X) =5 x == let V(X)=5x £ X <1 - 5) =-=0,8.

D’aprés les hypothéses, on a Y = 2X — 3(5 — X)), c’est-a-dire Y = 5X — 15.
On en déduit que Y () = {5k — 15 avec k € [0,5]} .
5\ 1., 4
Etona Vk € [0,5], P(Y =5k — 15) = P(X = k) = ( )(5)k()5—k.
Y =5X — 15, donc E(Y) =5E(X) — 15 =5 — 15 = —10.

4
De méme, ¥ = 5X — 15, donc V(Y) =25V (X) = 25 x E= 20.

2. Dans cette question, le joueur tire simultanément 5 boules dans 'urne.

(a)

X(Q) =1[0,2].

Notons A I’ensemble dont les éléments sont les 10 boules initialement dans 'urne.
L’univers 2 correspond a I’ensemble des tirages possibles dans A.

Il est constitué de toutes les parties a 5 éléments de A.

1
Donc card 2 = ( 50).

Soit k € [0, 2].

L’événement (X = k) est réalisé lorsque le joueur tire k boules blanches et (5 — k) boules noires dans
l'urne.

Notons Ay, ’ensemble des parties a 5 éléments de A contenant &k boules blanches et (5 — k) boules noires.

2
Ilya < k;) possibilités pour le choix des boules blanches et <5 8

k) possibilités pour le choix des boules

noires.
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2 8
‘est-a-di A, = )
C’est-a-dire, card Ay (k:) (5 B k)
2 8
X
card Ay, (k> <5 - k)

Donc, comme tous les tirages sont équiprobables, Vk € [0,2], P(X = k) = =

cardf) 10
5

(b) On a toujours Y =5X — 15.
On en déduit que Y () = {5k — 15 avec k € [0,2]} .

2 8
k)~ <5—k>
EtonaVke[0,2], P(Y =5k —15) = P(X = k) = S/ 078/

(5)
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EXERCICE 96 probabilités

Enoncé exercice 96

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, de loi de probabilité donnée par : Vn E N, P(X =n) =p,.

La fonction génératrice de X est notée Gx et elle est définie par Gx (t) Z pat™.

1. Prouver que l'intervalle |—1, 1 est inclus dans I’ensemble de définition de Gx.
2. Soit X7 et X5 deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N.

On pose S = X1 + Xos.

Démontrer que Vi € |—1,1[, Gs(t) = Gx, ()G x, (1) :

(a) en utilisant le produit de Cauchy de deux séries entiéres.

(b) en utilisant uniquement la définition de la fonction génératrice.

Remarque : on admettra, pour la question suivante, que ce résultat est généralisable & n variables
aléatoires indépendantes a valeurs dans N.

3. Un sac contient quatre boules : une boule numérotée 0, deux boules numérotées 1 et une boule numérotée 2.
Soit n € N*. On effectue n tirages successifs, avec remise, d’une boule dans ce sac.
On note S, la somme des numeéros tirés.
Soit ¢ € ]—1,1[.
Déterminer Gg, (t) puis en déduire la loi de S,,.

Corrigé exercice 96

1. On considére la série entiére E prt”™ et on note R son rayon de convergence.

oo
La série E pn, converge car E Pn = 1.
n=0

Donc ant” converge pour t =1, donc R > 1
Notons D¢, I'ensemble de définition de Gx.
On a donc :]—1,1[ C D¢y
2. Soit X et X5 deux variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N.
On pose S = X; + Xos.
Prouvons que Vt € |—1,1[, Gs(t) = Gx, (t)Gx, (t).

(a) En utlisant le produit de Cauchy de deux séries entiéres :
Notons R; le rayon de convergence de la série entiére Z P(X; =n)t".
Notons Ry le rayon de convergence de la série entiere Z P(Xy =n)t".

Notons R le rayon de convergence de la série entiére produit Z cnt™ avec
=Y P(X1=k)P(Xy=n—k).

On a, d’aprés le cours, R > min (R, Rs) et
Vte]- (ZPXl—n )(prz_n ) Z(ZP(Xlzk)P(XQ:n—k)>t”
=0 \k=0

Or, on a vu dans la question 1. que Ry > 1 et Ry >
Donc, R > 1.
Donc, par produit de Cauchy pour les séries entiéres,

vt e]- <ZPX1_nt"> (ZPX2_n ):f(izﬂxl_k (Xzzn—k)>t". (*)

De plus, pour tout entier naturel n,
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(S=n)=(X1+Xo=n) = U (X1 =k)N (X2 =n—k)) (union d’événements deux a deux
incompatibles).

Donc : P(S ZPXl_k (Xy =n—k). (*¥)

Donc, d’apres (*) et (**), V¢t € |-1,1[, Gx, (t)Gx,(t) Z P(S =n)t".

Cest-a-dire, Vt € |-1,1[, Gx, (t)Gx,(t) = Gs(t).

(b) En utilisant uniquement la définition de la fonction génératrice :
Soit t € |-1,1][.
D’aprés 1., tX1 et tX2 admettent une espérance.
De plus, Gx, (t) = E[t*!] et Gx, (t) = E[t*2].
X, et X, sont indépendantes donc tX* et ¢X2 sont indépendantes.
Donc tX1t%X2 = ¢5 admet une espérance et E[t°] = E[tX1]|E[t¥2].
Cest-a-dire, G5(t) = Gx, (t)Gx, (t).

3. Soit S, variable aléatoire égale & la somme des numéros tirés.
Soit i € [1,n].
On note X; la variable aléatoire égale au numéro tiré au i tirage.

Xi () ={0,1,2}.

De plus, P(X 70) = 4, PX;=1)= % = % et P(X; =2) =
Donc, Vt € |-1,1], Gx, (t) = E[t*] =t°P(X; = 0) + ! P(X;
Donc, V¢ € |-1,1[, Gx,(t) = 2 + 1t + 1t2 = L(t + 1)

Ona:S,=X1+Xo+...+X,.
De plus, les variables aléatoires X7, XQ, ..., Xn, sont indépendantes.
D’aprés 2., on en déduit que : Vt € } 21, GS ( )=Gx,(t)Gx,(t)...Gx, (1).
Clest-a-dire, Vt € |1, 1], Gg, (t) = 4" (1 +1)*"

2n\ 1 .
Ou encore, Vt € |-1,1[, Gg, (t) = Z < i ) —t".

4n
k=0

Or, Vt € ]-1, ZP

Donc, par unicité du developpement en série entiére :

S(Q) = [0,2n] et Vk € [0,2n], P(Sn = k) — (25) F (25) (

) 3

N[ =

Donc, S,, suit une loi binomiale de parameétre (2n, %)
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EXERCICE 97 probabilités

Enoncé exercice 97

Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires & valeurs dans N2 dont la loi est donnée par :

jtk
6+9(5)
Y(j, k) e N2, P((X,Y) = (j,k)) = ekl

1. Déterminer les lois marginales de X et de Y.
Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

2. Prouver que E [2XTY] existe et la calculer.

Corrigé exercice 97

n

+oo
z" T
On rappelle que Vz € R, E — converge ef E — = e’.
n! n!
n=0

1. Y(2)=N.
Soit k € N, tous les termes étant positifs, on peut écrire dans [0, +0o0].
' 1 j+k
400 +o0 (] + k/’) (2>
PY =k)= ZP((XJ/) =(j,k)) = ZT
i=0 =0 o

Toujours dans [0, +00]

*fj@ _(2) f(z) _(2> ;

iz ejlk! ekl = G-1! ekl e2 = NG <oo (%) (%)
et de méme
1 Jtk 1 k 1 J 1 k 1 k
+“)k 9 k5 +oo | 5 k| = k=
D i D D e N ()
= ejl k! ek! = 4! e k! NG

Donc, d’apres (*) et (**), on en déduit que :

I ORI ONEEETION

kl/e NG ke

Pour des raisons de symétrie, X et ¥ ont la méme loi et donc :

J
G+ (3)
X(Q)=Net VjeN, P(X:j):T.
Les variables X et Y ne sont pas indépendantes car :
P((X,Y)=(0,0)) =0et P(X =0)P(Y =0) #0.
2. La variable aléatoire 2X Y est positive et posséde donc une espérance dans [0, +cc] qu’on peut calculer
directement avec la formule de transfert :

R D S e IO I g e

! ! | !
(j,k)eN2 ek (j,k)EN2 ek (4,k)EN? ek (j,k)EN2 ejtk

pour raisons de symétrie des roles de j et k.

2 [R5\ (=1 =
. , N . . X4+Yy_ J S _ _
On obtient, par le théoréme de Fubini, E(2 ) = o | 2 (Z k!) = QZ 7(3' T 2e < 00..
Jj=0 k=0 j=1
On a ainsi démontré que 2X*Y € L! et obtenu son espérance.
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EXERCICE 98 probabilités

Enoncé exercice 98

Une secrétaire effectue, une premiére fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts.

On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant demandé est p (p € 0, 1[).

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre de correspondants obtenus.

1. Donner la loi de X. Justifier.

2. La secrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des n — X correspondants qu’elle
n’a pas pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le
nombre de personnes jointes au cours de la seconde série d’appels.

(a)

Soit i € [0,n]. Déterminer, pour k € N, P(Y = k| X =1i).

(b) Prouver que Z = X 4+ Y suit une loi binomiale dont on déterminera le paramétre.

(c)

Indication : on pourra utiliser, sans la prouver, 1’égalité suivante : b =0\ )
-1\ i

Déterminer I'espérance et la variance de Z.

Corrigé exercice 98

1. L’expérience est la suivante : I’épreuve de ’appel téléphonique de la secrétaire vers un correspondant est
répétée n fois et ces n épreuves sont indépendantes.
De plus, chaque épreuve n’a que deux issues possibles : le correspondant est joint avec la probabilité p
(succes) ou le correspondant n’est pas joint avec la probabilité 1 — p (échec).
La variable X considérée représente le nombre de succés et suit donc une loi binémiale de paramétres (n, p).

Cest-a-dire X (Q2) = [0,n] et VE € [0,n] P(X =k) = (Z)pk(l —p)n k.

2. (a)

Soit i € [0,n].

Sous la condition (X = i), la secrétaire rappelle n — i correspondants lors de la seconde série d’appels.
Comme cette nouvelle série d’appels se fait dans les mémes conditions que pour la question 1., sauf pour
le nombre de répétitions qui est maintenant égal & n — ¢ , alors on se retrouve dans le schéma d’une loi
binomiale de paramétre (n — ¢, p).

Donc P(Y = k|X =) = (nkZ)pk(l—p)”ik si k€ [0,n—i]
0 sinon
k k
ZQ) =[0n] et Vk € [0,n] P(Z=k) =Y P(X=inY =k—i)=>» P =k—i|X =i)P(X =)

P
b n—1\(n ,
Soit k € [0,n]. D’aprés les questions précédentes, P(Z = k) = Z ( ) (i>pk(1 — p)2n—ht

Or, d’aprés I'indication, n—z' n = k a
k—i)\i i) \k

oo =1 - () - - (hra-eo(0 c)

i=0 i=0
Donc d’aprés le binéme de Newton,

P(Z=1k)= (Z)p’“(l —p)*rt (i:i)k = <Z) (2 —p)" (L-p)2)""

2

On vérifie que 1 — p(2 — p) = (1 — p)* et donc on peut conclure que :

Z suit une loi binomiale de paramétre (n, p(2 — p)).

Remarque : preuve (non demandée dans l'exercice) de ’égalité proposée dans l'indication :
n—1\ [ n\ (n—1)! n! _ n! B k! n! (k) (n
E—iJ\i) (m—kl(k—ilin—1i)! (k-9 n-FKd E-=ildklnh-kK" \i/\k/)
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(¢) D’apreés le cours, comme Z suit une loi binomiale de paramétre (n,p(2 — p)), alors :
E(Z) =np(2 - p) et V(Z) = np(2 - p) (1 = p(2 — p)) = np(2 - p)(p — 1)*.
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EXERCICE 99 probabilités

Enoncé exercice 99

1. Rappeler I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
2. Soit (Y,,) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi et et telle que ¥n € N, Y,, € L%
On pose S, = ZYk.
k=1

S,
Prouver que : Va € ]0,+o0[, P (

= B(Y;
- (Y1)

V(Y1)
na?

>a><

3. Application : On effectue des tirages successifs, avec remise, d'une boule dans une urne contenant 2
boules rouges et 3 boules noires.
A partir de quel nombre de tirages peut-on garantir a plus de 95% que la proportion de boules rouges
obtenues restera comprise entre 0,35 et 0,457
Indication : considérer la suite (Y;) de variables aléatoires de Bernoulli ot Y; mesure lissue du i®™® tirage.

Corrigé exercice 99
1. Soit a € |0, +oo[. Pour toute variable aléatoire X telle que X € L?, on a :

P(X - BX)|>0) < L5,

2. On pose X = &

Par linéarité de l’espérance et comme toutes les variables Y; ont la méme espérance, on a F(X) = E(Y1).

1 1
De plus, comme les variables sont indépendantes, on a V(X) = =V(S,) = =V (11).
n

Alors, en appliquant 1. & X, on obtient le résultat souhaité. "
3. Vi € N*, on considére la variable aléatoire Y; valant 1 si la i€ boule tirée est rouge et 0 sinon.
Y; suit une loi de Bernoulli de paramétre p avec p = % =0,4.
Les variables Y; suivent la méme loi, sont indépendantes et Vi € N*, Y; € L2.
On a d’aprés le cours, Vi € N*, E(Y;) = 0,4 et V(Y;) =0,4(1 —0,4) =0, 24.
n
On pose S, = Z Y;. S, représente le nombre de boules rouges obtenues au cours de n tirages.

i=1
n

Zn

Alors T, = =1
n
On cherche a partir de combien de tirages on a P(0,35 < 7, < 0,45) > 0,95.

Sn Sn
Or P(0,35< 7T, <0,45) = P (0,35 < 2 < 0,45 =P<—0,05< Zr _ B(YY) <0,05>
n n

représente la proportion de boules rouges obtenues au cours de n tirages.

= (% - pm)

<0,05> :1—P<‘€7—E(Y1)

> o,o5>.

On a donc P (0,35 <7, <0,45)=1-P < & — E(Y7)| > 0,05).
n

Or, d’aprés la question précédente, P S —E(Y7)] 20,05) < _024

) p q p I n 1 = ~N n(O, 05)2 .

0,24

D P(0,35<T,<0,45) >1— ———..

onc ( ) n ) n(0705)2

24
Il suffit alors pour répondre au probléme de chercher & partir de quel rang n, on a 1 — ((())’705)2 > 0,95.
n )

0,24 .
La résolution de cette inéquation donne n > 0,053 c’est-a-dire n > 1920.
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EXERCICE 100 probabilités

Enoncé exercice 100

Soit A € ]0, 4-o00].
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N*.

On suppose que Vn € N* P(X =n) =

o

. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R définie par R(x) =

n(n+1)(n+2)

1
r(x+1)(z+2)
Calculer .

. Prouver que X admet une espérance, puis la calculer.

. X admet-elle une variance ? Justifier.

Corrigé exercice 100

1.

2.

1 1 n 1
2 x+1 2x+2)
P(X =n))nen+ doit étre une distribution de probabilités discréte sur N donc étre positive, ce qui impose
+oo
A

A > 0, et vérifier _—
v ;n(n—i-l)(n—l—Q)

On obtient R(x) =

—~

= 1. Or, pour tout N € N

(Lot ! _1i1_N*13+1Z*1
—\2n n+1 2n+2) _2n:1n —n 24

L1 L, t 1 tl d’ot
=—4+-—=- apreés télescopage, d’ou :

21 2 N+1 2N+ ToNt2) P page,
=1 1 1 1
Z ( — + ) = — en faisant tendre N vers 'infini. Il vient A = 4.
—\2n n+l 2(n+2) 4
X étant positive admet une espérance dans [0, +oo] que 'on peut calculer directement.

“+o0 “+oo
4 1 1
kEP(X —_——— =14 — ) =2
Z Z(k+1)(k+2) ;<k+l k+2> >

n n n+1
4 1 1 1 1 4
tél — =14 —— — | =4 —_— — | =2- .
car, par eesCOpag&; (k+1)(k +2) ’;<k+1 k;+2) (Zk+1 k‘—i—l) n+2
d'ou X € L' et B(X) =2.
De la méme fagon, E(X?) existe dans [0, +00] et
+oo

+oo
9 oy dn
2):;71 P(X—n)—;m.
an

4 1
— et — di série h i .
e Z - iverge (série harmonique)

Or, au voisinage de 400, ———————— ~
(n+1)(n+2) +o n =

Donc Z n?P(X = n) diverge.

n>=1
Donc E(X?) = 400, autrement dit X ¢ L2.
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EXERCICE 101 probabilités

Enoncé exercice 101

Dans une zone désertique, un animal erre entre trois points d’eau A, B et C.

A Tinstant ¢ = 0, il se trouve au point A.

Quand il a épuisé I'eau du point ou il se trouve, il part avec équiprobabilité rejoindre I'un des deux autres points
d’eau.

L’eau du point qu’il vient de quitter se régénére alors.

Soit n € N.

On note A,, 'événement «I’animal est en A aprés son n'®™e trajet».
On note B,, ’événement «’animal est en B aprés son ni¢™ trajet».
On note C,, I’événement «’animal est en C aprés son n'®™° trajety.

On pose P(A,) = an, P(B,) = b, et P(Cp) = cp.

1. (a) Exprimer, en le justifiant, a,,+1 en fonction de a,, b, et ¢,.
(b) Exprimer, de méme, b,4+1 et ¢,+1 en fonction de ay,, b, et ¢,.

11
0 3 3
2. On considére la matrice A = % 0 %
11
3 2 0

(a) Justifier, sans calcul, que la matrice A est diagonalisable.
1
(b) Prouver que —= est valeur propre de A et déterminer le sous-espace propre associé.

(c) Déterminer une matrice P inversible et une matrice D diagonale de M3(R) telles que D = P~tAP.
Remarque : le calcul de P~! n’est pas demandé.

3. Montrer comment les résultats de la question 2. peuvent étre utilisés pour calculer a,, b, et ¢, en fonction
de n.
Remarque : aucune expression finalisée de a,,, b,, et ¢, n’est demandée.

Corrigé exercice 101

1. (a) (A, By, Cy) est un systéme complet d’événements donc d’aprés la formule des probabilités totales :
P(An—i-l) = P(An+1|An)P(An) + P(An+1|Bn)P(Bn) + P(ATL+1|OrL)P(OrL)-
donc any1 = Oay, + %bn + %cn c’est-a-dire ap4+1 = %bn + %cn.

(b) De Inémea bn+1 = %an + %Cn et Cnt+1 = %an + %bn

2. (a) A est symétrique a coefficients réels, donc elle est diagonalisable.

1 1 11 1
(b)) A+=Is==-11 1 1] doncrg (A+-I3) =1.
2 2 2
111
Donc —3 est valeur propre de A et dim E_1(A)=2.

1 1 0
L’expression de A + 513 donne immédiatement que E_ 1 (A) = Vect 0 1
-1 -1

(¢) Puisque tr (A) = 0, on en déduit que 1 est une valeur propre de A de multiplicité 1.
A étant symétrique réelle, les sous-espaces propres sont supplémentaires sur R? et orthogonaux deux a
deux.

L 1
On en déduit que R3 = E_1(A) ® E1(A), donc que E1(A) = (E7% (A)) .
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1
Donc E;(A) = Vect 1
1
1 1 0 1 0 0
Enposant P=1[1 0 1 leeD=10 -1/2 0 ,on aalors D =P 1AP.
1 -1 -1 0 0 -1/2
Gp41 Gnp,
3. D’aprés la question 1., brt1 =A| b,
Cn+1 Cn
Et donc on prouve par récurrence que :
2 ag
Vn €N, b, | =A™ | bo
Cn €o
Or A= PDP~!donc A" = PD"P~!.
Gnp agp
Donc b =PD"P~ 1| b
Cp, Co
Or, d’aprés ’énoncé, ag = 1, bg = 0 et ¢g = 0 donc :
29 1 0 0 1
by |=P| 0 (-3)" 0 I
cn o o (=" 0
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EXERCICE 102 probabilités

Enoncé exercice 102

Soit NV € N*,
Soit p € 10,1[. On pose ¢ =1—1p

On considére N variables aléatoires X1, Xs, -+ , Xy définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P),

indépendantes et de méme loi géométrique de paramétre p.
1. Soit 7 € [1, N]. Soit n € N*.
Déterminer P(X; < n), puis P(X; > n).

2. On considére la variable aléatoire Y définie par ¥ = m_i<n (X3)

X

c’est-a-dire Yw € Q, Y (w) = min (X3 (w), -+, Xy(w)), min désignant « le plus petit élément de ».

(a) Soit n € N*. Calculer P(Y > n).
En déduire P(Y < n), puis P(Y = n).
(b) Reconnaitre la loi de Y. En déduire E(Y).

Corrigé exercice 102

1. Soit i € [1, N].
X;(9) = N* et Vk € N*, ( s =k) = (1—p) _1=qu_1.

Alors on a P(X ZP qu =p 7q =1-q".

Donc P(X; >n)=1— P(Xi <n)=q".

2. (a) Y(Q) =N~
Soit n € N*.
PY>n)=P(Xi>n)Nn---N(Xy >n))
N

Donc P(Y > n) = H P(X; > n) car les variables X;,--- , Xy sont indépendantes.

Donc P(Y > n) Hq

OrPY <n)=1- ( n)
donc P(Y <n)=1-¢"N
Calcul de P(Y =n) :
Premier cas : si n > 2.
PY=n)=PY<n)—PY <n-1).
Donc P(Y =n) = ¢ DN(1 —¢").
Deuxiéme cas : sin = 1.
PY=n)=P(Y =1)=1-P(Y
Conclusion : ¥n € N*, P(Y =n) 1—¢q

(b) D’aprés 2.(a), ¥n € N*, P(Y = n) = "= DN (1 — ¢M).
Cest-a-dire ¥n € N*, P(Y = n) = (1 — (1 —¢™))" ™" (1 = ¢).
On en déduit que Y suit une loi géométrique de paramétre 1 — gV

\%

1) =1-¢".

(nfl)N( N)'

Done, d’apreés le cours, Y admet une espérance et E(Y) =

1—gN’
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EXERCICE 103 probabilités

Enoncé exercice 103

Remarque : les questions 1. et 2. sont indépendantes.

Soit (€, .A, P) un espace probabilisé.
1. (a) Soit (A1, A2) € (]0, +o0[)”.

Soit X7 et X5 deux variables aléatoires définies sur (2, .4, P).
On suppose que X; et X5 sont indépendantes et suivent des lois de Poisson, de paramétres respectifs \q

et A2.

Déterminer la loi de X7 + Xos.

(b) En déduire l'espérance et la variance de X; + Xos.

2. Soit p €]0,1]. Soit A € |0, 400

Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (€2, A4, P).
On suppose que Y suit une loi de Poisson de paramétre .
On suppose que X (2) = N et que, pour tout m € N, la loi conditionnelle de X sachant (Y = m) est une loi

binomiale de parameétre (m,p).
Déterminer la loi de X.

Corrigé exercice 103

1. (a) X1(Q) =N et X5(Q) = N donc (X7 + X2)(Q) = N.

Soit n € N.

(X1+Xo=n)= U (X1 =k)N (X2 =n—k)) (union d’événements deux a deux disjoints).

k=0
Donc :

P(X1+X2:n) =

Ainsi X1 + XQ ~ f@()\l + )\2)

ZP((Xl =k)N (X2 =n—k))
k=0

n
Z P(X; = k)P(X3y =n — k) car X; et X5 sont indépendantes.

k=0
” Ap—k e~ (AitAz) n!

AL a2 _ Af =k
kzzoe KO k) nl I;Ok!(nfk)! 142
TR S (M) kan—k _ g—(haag) AL+ A2)"

n! Z <k‘> AtAg = e n!

k=0

Remarque : cette question peut aussi étre traitée en utilisant les fonctions génératrices.
(b) X1 + X5 ~» P(A1 + A2) donc, d’aprés le cours, E(X; + X2) = A\ + Ag et V(X7 + X2) = A1 + Ao

+oo
2. Soit k€N, P(X =k) =Y _ P((X
m=0

Or, par hypothése,

+o0o
=k) N =m))= > Py—m(X =kPY =m).
m=0

m k _ o\ym—k o<
Vm € N, P(Y:m)(X:k): (k)p (1 D) sik<m

0 sinon
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Donc :
+o00 k +oo m—k
m A AT D (A1 -p)
PX: — k 1_ m—k )\7 — Xﬁ k
(X = k) 7,;(1@)1’( prtet = 2 (m — k)
k +oo m k
R (A1 —p)) _ APk a(a-p)
B AP S e TR
k
e—/\pm
o k!

Ainsi X ~ Z(\p).
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EXERCICE 104 probabilités

Enoncé exercice 104

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.

On dispose de n boules numérotées de 1 & n et d’une boite formée de trois compartiments identiques également
numérotés de 1 a 3.

On lance simultanément les n boules.

Elles viennent toutes se ranger aléatoirement dans les 3 compartiments.

Chaque compartiment peut éventuellement contenir les n boules.

On note X la variable aléatoire qui a chaque expérience aléatoire fait correspondre le nombre de compartiments
restés vides.

1. Préciser les valeurs prises par X.

2. (a) Déterminer la probabilité P(X = 2).
(b) Finir de déterminer la loi de probabilité de X.

. (a) Calculer F(X).

(b)

3
Déterminer lim FE(X). Interpréter ce résultat.
n—-+oo

Corrigé exercice 104
1. X(Q) = [0,2].

2. (a) Pour que l’événement (X = 2) se réalise, on a (2> possibilités pour choisir les 2 compartiments restant
vides. Les deux compartiments restant vides étant choisis, chacune des n boules viendra se placer dans
1
le troisiéme compartiment avec la probabilité —.
De plus les placements des différentes boules dans les trois compartiments sont indépendants.
3 1 n 1 n 1 n—1
Donc P(X =2) = -] =3(=-) =12 .
(b) Déterminons P(X = 1).
Pour que 'événement (X = 1) se réalise, on a (‘f) possibilités pour choisir le compartiment restant vide.
Le compartiment restant vide étant choisi, on note A I’événement : «les n boules doivent se placer dans
les deux compartiments restants (que nous appellerons compartiment a et compartiment b) sans laisser
I'un d’eux vide».
Soit k € [1,n —1].
On note Ag I'événement : « k boules se placent dans le compartiment a et les (n — k) boules restantes
dans le compartiment b».

On a alors A = nL_Jl Ag.
owavietun-11.ra = (1) () (2= (1) (2)"

3

Donc P(X =1) = (1

n—1 n—1
)P( U Ap)=3 Z P(Ay) car Ay, As, ..., Ay—1 sont deux & deux incompatibles.
k=1 k=1

re=n=sE () (5 -6) 50 -6) (E0)-2) -G e-o

Enfin, P(X =0) = 1 — P(X =2) — P(X = 1) donc P(X =0) = 1— ()" — (1)" "' (2n - 2).
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Autre méthode :

Une épreuve peut étre assimilée a une application de [1,n] (ensemble des numéros des boules) dans [1, 3]
(ensemble des numéros des cases).

Notons €2 ’ensemble de ces applications.

On a donc : card 2 = 3™.

Les boules vont se "ranger aléatoirement dans les trois compartiments", donc il y a équiprobabilité sur €.

(a) L’événement (X = 2) correspond aux applications dont les images se concentrent sur le méme élément
de [1, 3], c’est-a-dire aux applications constantes.

3 1
DOHCP(X:2):37:W
(b) Comptons & présent le nombre d’applications correspondant a 1’événement (X = 1), c’est-a-dire le
nombre d’applications dont I’ensemble des images est constitué de deux éléments exactement.
On a 3 possibilités pour choisir 1’élément de [1,3] qui n’a pas d’antécédent et ensuite, chaque fois, il faut
compter le nombre d’applications de [1,n] vers les deux éléments restants de [1, 3], en excluant bien str les
deux applications constantes.
On obtient donc 2™ — 2 applications.

2 —2 1
Dot P(X = 1) = 2 <3n ) _ o (20— 2).

Enfin, comme dans la méthode précédente, P(X =0)=1— P(X =2) — P(X = 1) donc

PX=0)=1- (""" = (3)" @ -2).

3.(a) E(X)=0P(X =0)+1P(X = 1)+ 2P(X =2) = (;)n_ (2 —2) 42 (;)"_ _

Donc E(X) =3 (;)n

s : o 2\"
(b) D’apres 3.(a),nll>rfooE(X)— lim 3(3) =0.

n—-+oo
Quand le nombre de boules tend vers +o0o, en moyenne aucun des trois compartiments ne restera vide.
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EXERCICE 105 probabilités

Enoncé exercice 105

1. Enoncer et démontrer la formule de Bayes pour un systéme complet d’événements.
2. On dispose de 100 dés dont 25 sont pipés (c’est-a-dire truqués).

Pour chaque dé pipé, la probabilité d’obtenir le chiffre 6 lors d’un lancer vaut 3

(a) On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé et on obtient le chiffre 6.
Quelle est la probabilité que ce dé soit pipé ?

(b) Soit n € N*.
On tire un dé au hasard parmi les 100 dés. On lance ce dé n fois et on obtient n fois le chiffre 6.
Quelle est la probabilité p,, que ce dé soit pipé?

(c) Déterminer lim p,. Interpréter ce résultat.
n——+oo

Corrigé exercice 105

1. Soit (2, A, P) un espace probabilisé.

Soit B un événement de probabilité non nulle et (4;),.; un systéme complet d’événements de probabilités

non nulles.
. P(Aio)PAi,O (B)
Alors, Vig € I, Pg(A;,) = .
> P(Ai)Pa,(B)
iel

. o P(Aio ﬂB) _ P<Ai0)PAi0(B)
Preuve : Pp(A4;,) = PGB P(B) . (1
Or (A;),c; un systéme complet d’événements donc P(B) = Z P(A4; N B).
icl

Donc P(B) =Y P(A;)Pa,(B). (2).
iel
(1) et (2) donnent le résultat souhaité.
2. (a) On tire au hasard un dé parmi les 100 dés.
Notons T I’événement : «le dé choisi est pipé».
Notons A I’événement :« On obtient le chiffre 6 lors du lancer ».
On demande de calculer Pa(T).
Le systéme (7', T) est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.

L 25 1 3
On a d’ailleurs, P(T) = 100 = 1 et donc P(T) = T
Alors, d’apreés la formule de Bayes, on a :
1 1
_ P(T)Pr(4) __a*3 1
Pal) = 5 ) + PPy T 1,1 3 7

(b) Soit n € N*.
On choisit au hasard un dé parmi les 100 dés.
V k € [1,n], on note Ay I'événement « on obtient le chiffre 6 au k'®™° lancer ».

n
On pose A = ﬂ Ap.
k=1
On nous demande de calculer p,, = Pa(T).
Le systéme (7T, T') est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.

. 2 1 = 3
On a d’ailleurs, P(T) = 100 = 4 et donc P(T) = 3.
Alors d’aprés la formule de Bayes, on a :
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P(T)Pr(A

Pr(A)P(T) + Pr(A)P (T)

1 1\"

1" (2) 1

Done pn = -7 L (1 "xsz L1
2 4 \6 4 3nt
(¢c) VneN* p, = % Donc lim p, =
n—-+oo

L+ 371—1

Ce qui signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on n’obtient que des 6 sur ces
lancers alors il y a de fortes chances que le dé tiré au hasard au départ soit pipé.
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EXERCICE 106 probabilités

Enoncé exercice 106

X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes et a valeurs dans N.

Elles suivent la méme loi définie par : Vk €N, P(X =k) = P(Y =k) =pg* oup€]0,1[et g=1—1p

On considére alors les variables U et V' définies par U = sup(X,Y) et V = inf(X,Y).
1. Déterminer la loi du couple (U, V).
2. Déterminer la loi marginale de U.
On admet que V(Q) =N et que, Vn € N, P(V =n) = pg®*(1 + q).
3. Prouver que W =V + 1 suit une loi géométrique.
En déduire 'espérance de V.

4. U et V sont-elles indépendantes ?

Corrigé exercice 106

L (U,V)(Q) = {(m,n) € N* tel que >n}. Soit (m,n) € N? tel que m > n.
Premier cas : si m=n

P(U=m)N(V=n))=P(X=n)Nn(Y =n))=P(X =n)P(Y =n) car X et Y sont indépendantes.

Donc P((U = m) N (V =n)) = p?¢*".

Deuxiéme cas : si m>n

P((U =m) N (V =n)) = P(I(X = m) N (Y =n)] U[(X =n) N (Y = m))

Les événements (X =m)N (Y =n)) et (X =n)N (Y =m)) sont incompatibles donc :
P(U=m)Nn(V=n))=P(X=m)Nn(Y =n)+P(X=n)Nn(Y =m)).

Or les variables X et Y suivent la méme loi et sont indépendantes donc :
P(U=m)N(V =n)) =2P(X =m)P(Y =n) = 2p>q"+™.

p2g>m sim=mn
Bilan: P(U=m)N(V =n)) =14 2p?°¢"t™ sim>n
0 sinon

2. U(Q) =Net V(2) =N. Soit m € N.
+oo

= Z P((U=m)N(V =n)). (loi marginale de (U, V) )

Donc d’aprés 1., P(U = m) ZP (U=m)Nn(V=n)) (%

Premier cas: m > 1 " X
D’aprés (), P(U=m)=P(U=m)N(V =m)) + mz_ P((U=m)n(V =n)).
Donc =
" - 2 _n+m 2 _2m 2 mm_l n— p2g2m 2 ml—q" P2 m
P(U=m) +22p =p7 ¢ +2p7q Zq +2p°q 1o = +2pg™ (1—q™)

Donc P(U =m) = pq (pq +2—2¢™).

Deuxiéme cas : m =0
D’aprés (x) et 1., PU=0)=P((U=0)N(V=0)) =
Bilan : Vm € N, P(U =m) = pg™(pq™ + 2 — 2¢™).
3. W(Q) =N*.
Soit n € N*.
P(W=n)=P(V=n-1)=p¢>" V(1+q) =(1-q¢" V(1 +q).
Donc P(W =n) = (1 - ¢?) (qz)nfl.
Donc W suit une loi géométrique de paramétre 1 — ¢2.
2
q

—LQQ' Donc EV)=EW -1)=E(W)-1= ——

Donc, d’aprés le cours, E(W) = 1 1— ¢

4. P(U=0)N(V=1))=0et P(U=0)P(V =1) =p3¢*>(1+q) # 0. Donc U et V ne sont pas indépendantes.
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EXERCICE 107 probabilités

Enoncé exercice 107

On dispose de deux urnes U; et Us.

L’urne U; contient deux boules blanches et trois boules noires.

L’urne Uy contient quatre boules blanches et trois boules noires.

On effectue des tirages successifs dans les conditions suivantes :

on choisit une urne au hasard et on tire une boule dans 'urne choisie.

On note sa couleur et on la remet dans I'urne d’ou elle provient.

Si la boule tirée était blanche, le tirage suivant se fait dans I'urne U;.

Sinon le tirage suivant se fait dans 'urne Us.

Pour tout n € N*, on note B,, 'événement « la boule tirée au n'®™° tirage est blanche » et on pose p, = P(B,).

1. Calculer p;.
6 L 4
35l T
3. En déduire, pour tout entier naturel n non nul, la valeur de p,,.

2. Prouver que : Vn € N*, p,41 =

Corrigé exercice 107

1. Notons U; ’événement le premier tirage se fait dans 'urne Uj.
Notons Us ’événement le premier tirage se fait dans 'urne Us.
(U1, Us) est un systéme complet dévénements.
Donc d’apreés la formule des probabilités totales, p; = P(B;1) = Py, (B1)P(U1) + Py, (B1)P(Us).
b T2 1 4 117
mePL =g XXy Ty
17
On a donc p; = 35
2. Soit n € N*.
(By, By,) est un systéme complet d’événements.
Donc, d’aprés la formule des probabilités totales, P(By,+1) = Pp, (Bn+1)P(By) + Pﬁ(BnH)P(Bin).

2 4
Alors en tenant compte des conditions de tirage, on a p,+1 = =Pn + 5(1 — Dn)-
6 4
Done, Vn € N*. ppi1 = ——pn + =
onc, Vn Prt1 = ~3ePn t -
6 4
3. Vn € N*, Pn+1 = —gpn + ?
Donc (py)nen+ est une suite arithmético-géométrique.
6 4 20
On résout ’équation [ = —gl + - et on trouve [ = TR
On consideére alors la suite (uy,)nen+ définie par : Vn € N* | u, =p, — L.
6 6 n—1
(un)nen+ est géométrique de raison ~35 donc, Vn € N*, u,, = <35) uy.
17 20 3
O =p—l=——-——=——.
rhe=n 35 41 1435
) déduit Vn e N* + 1, c’est-a-di 3 0 "*1+20
n en déduit que, Vn n = Up + [, Cest-a-dire p, = ——— [ — = —.
ane P P =135 \ " 35 11
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EXERCICE 108 probabilités

Enoncé exercice 108

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (2, A, P) et a valeurs dans N.
On suppose que la loi du couple (X,Y") est donnée par :

V(i,j) eN* P((X =i) N (Y =) = e a1
1. Déterminer les lois de X et de Y.

2. (a) Prouver que 1+ X suit une loi géométrique et en déduire l'espérance et la variance de X.
(b) Déterminer l'espérance et la variance de Y.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?
4. Calculer P(X =Y).

Corrigé exercice 108

. . . 1
LY (i,j) e N, P(X =) N (Y =) = coitijl
X(Q)=N.
Soit ¢ € N.
1 X1 1
Z e 21! = e21+1 Z converge et Z e 2it;] = 5T
j=0 ]>0
=1 1 X1 1
3=0 3=0
1
Conclusion : Vi € N, P(X =i)= i
Y(Q)=N.
Soit j € N.
[ “+o0
1 1 1 1 1 1
Z v 2€j' Z ( ) converge (série géométrique de raison 5) et Z eI~ gl T = ol
i>0 i>0 i=0 1-— 3
Or P(Y ZP Ny =j)).
+oo +o00 i
1 1 1 1 1 1
Donc P(¥ = j) =S ——— = — S (=) = L+ __
one P(Y = j) ; 211 D)l ; (2> 2051, _ 1 e
1 2
Conclusion : Vj € N, P(Y =j) = —.
ej!
2.(a) On pose Z = X + 1.
Z(Q) = N*.
111\
De plus, Vn € N*, P(Z n):P(X:nfl):z—nzi 3 .
1
Donc Z suit une loi géométrique de paramétre p = 3
. 1 L—p
Donc, d’aprés le cours, E(Z) = - =2et V(Z) = —~ = 2.
p p

Donc E(X)=E(Z-1)=E(Z)-1=2-1=1et V(X)=V(Z-1)=V(Z) =2.
Cest-a-dire F(X) =1et V(X) =2.

(b) Y suit une loi de Poisson de paramétre A = 1.
Donc, d’apres le cours, E(Y) =V (Y)=A=1.

3.0na:V(i,j) e N, P(X =i)n (Y =j)) = P(X =4i)P(Y = j). Donc les variables X et Y sont
indépendantes.
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4. (X=Y)= U (X =k)N (Y =k)) et il S’agit d’une union d’événements deux & deux incompatibles donc :

keN
1 k
+o0 +o00 +o0 | &
1 1 1 (2> 1.

P(X=Y)=) P(X=RNY=k)=> —m =50 =5

k=0 k=0 k=0

1

D PX=Y)=—.
onc P( ) NG
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EXERCICE 109 probabilités

Enoncé exercice 109

Soit n € N*. Une urne contient n boules blanches numérotées de 1 & n et deux boules noires numérotées 1 et 2.
On effectue le tirage une & une, sans remise, de toutes les boules de I'urne.

On suppose que tous les tirages sont équiprobables.

On note X la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule blanche.

On note Y la variable aléatoire égale au rang d’apparition de la premiére boule numérotée 1.

1. Déterminer la loi de X.

2. Déterminer la loi de Y.

Corrigé exercice 109

1. X(Q) =1[1,3].
Vi € [1,n], on note B; la i®° boule blanche.
Vi € [1,2], on note N; la i€ boule noire.
On pose E = {By, Bs, ..., By, N1, Na}.
Alors ) est 'ensemble des permutations de E et donc card(Q2) = (n + 2)!.

(X =1) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est blanche.
On a donc n possibilités pour le choix de la premiére boule blanche et donc (n + 1)! possibilités pour les

tirages restants.

X 1!
Done P(X = 1) = "Xt n

(n+2)! n+2
(X = 2) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule tirée est noire et la
seconde est blanche.
On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis n possibilités pour la seconde boule et enfin n!
possibilités pour les tirages restants.

2 ! 2
Done P(X = 2) = 22X x (Wt n .
(n+2)! (n+1)(n+2)
(X = 3) correspond aux tirages des (n + 2) boules pour lesquels la premiére boule et la seconde boule sont
noires.

On a donc 2 possibilités pour la premiére boule, puis une seule possibilité pour la seconde et enfin n!

possibilités pour les boules restantes.
2x1 ! 2
Donc P(X =3) = x1x (n) = .
(n+2)! (n+1)(n+2)

Autre méthode :
Dans cette méthode, on ne s’interesse qu’aux "premiéres" boules tirées, les autres étant sans importance.
X (@) =[1,3].

(X =1) est ’événement : "obtenir une boule blanche au premier tirage".

nombre de boules blanches n
D P(X=1)= = .
one P( ) nombre de boules de 'urne  n + 2

(X = 2) est ’événement : "

tirage".

obtenir une boule noire au premier tirage puis une boule blanche au second

2 2
Dou P(X =2) = x = n , les tirages se faisant sans remise.
n+2 n+l (+2)(n+1)

(X = 3) est ’événement : "obtenir une boule noire lors de chacun des deux premiers tirages puis une boule

blanche au troisiéme tirage".
1 2
Dot P(X =3) = —— x —— X n_ ———— les tirages se faisant sans remise.
n+2 n+l n @nm+2)(n+1)
2.Y(QY) =[1,n+1].
Soit k € [1,n+ 1].
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L’événement (Y = k) correspond aux tirages des (n + 2) boules ot les (k — 1) premiéres boules tirées ne
sont ni By ni Ny et la k™ boule tirée est By ou Nj.

On a done, pour les (k — 1) premiéres boules tirées , ) choix possibles de ces boules et (k — 1)!

n
kE—1
possibilités pour leur rang de tirage sur les (k — 1) premiers tirages, puis 2 possibilités pour le choix de la
ki®me houle et enfin (n + 2 — k)! possibilités pour les rangs de tirage des boules restantes.

) k1) x2x (2R 22— k)

k-1 (n—k+1)!
Donc P(Y = k) = —
(n+2)! (n+2)!

2(n+2—-k)

(n+1(n+2)

Donc P(Y =k) =

Autre méthode :
Y(Q)=[1,n+1].
On note Ay ’événement " une boule ne portant pas le numéro 1 est tirée au rang k".

Soit k € [1,n+1]. o
On a: (Y:k):AlﬁAgﬁ....ﬂAk,l N Ag.

Alors, d’aprés la formule des probabilités composées, o
P(Y = k) = P(A1)Pa,(A2)...Pa,nasn..n Ao (Ak—1)Pa,nasn...na,_: (Ak).

n n—1 n—2 n—(k—2) 2

PY =k)=

s B I el ey OOl Frprugss py A Sl P iy
n n—1 n-—2 n—k+2 2

Py )_n+2xn+lx n X"'ank+4xn—k+3.

o n! (n—k+2)!
PY =0 =205 e
P = k) = 2(n —k+2)

CEICES
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EXERCICE 110 probabilités

Enoncé exercice 110
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé.

1. Soit X une variable aléatoire définie sur (€2, .4, P) et a valeurs dans N.
On consideére la série entiére Z t"P(X = n) de variable réelle ¢.
On note Rx son rayon de convergence.

(a) Prouver que Rx > 1
On pose Gx( Z t"P(X ) et on note D¢, 'ensemble de définition de Gx.

Justifier que [—1 1] C D¢, -
Pour tout réel ¢ ﬁxe de [—1,1], exprimer Gx(t) sous forme d’une espérance.

(b) Soit k € N. Exprimer, en justifiant la réponse, P(X = k) en fonction de G&)(O).
2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de paramétre .

Déterminer D¢, et, pour tout t € D¢, calculer Gx(t).

(b) Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilis¢, indépendantes et suivant
des lois de Poisson de paramétres respectifs Ay et Ao.
Déterminer, en utilisant les questions précédentes, la loi de X + Y.

Corrigé exercice 110

+oo
1.(a) VneN, Vet e [-1,1], [t"P(X =n)| < P(X =n) et ZP(X = n) converge ( ZP(X =n)=1).

n=0
Donc Vit € [-1,1] Z t" P(X = n) converge absolument.
On en déduit Rx > 1 et aussi [ 1,1] € D¢y . Au surplus, pour tout ¢ dans [— 1], le théoréme du
transfert assure que la variable aléatoire X admet une espérance et E(t Z t"P =Gx(t).

Gx est la fonction génératrice de X.
(b) Soit k € N.
Gx est la somme d’une série entiére de rayon de convergence Ry > 1.

Done, d’apreés le cours, Gx est de classe C* sur |—1,1[ C |-Rx, Rx].
—+oo
n=~k
- ) () — _ _ gy GY0
En particulier, Gy’ (0) = k!P(X = k) et donc P(X = k) = —X7—.

2. (a) On suppose que X suit une loi de Poisson de parametre A

VteRZtnP —n) Zt””\)\ ey W

De plus, Vi € R, Gx(t Z — e M = A1)

converge (série exponentielle) et donc

(b) On suppose que X et Y sont mdependantes et suivent des lois de Poisson de paramétres respectifs A\; et
Ao
D¢, = Dg, =Ret,sion pose Z =X +Y, alors [-1,1] C D¢,
Alors, Vt € [-1,1], Gz(t) = E@XTY) = EtXtY) = E#X)E(tY) car X et Y sont indépendantes et
donc, d’aprés le cours, t¥ et t¥ sont indépendantes.
Donc, d’aprés 2.(a), Gz(t) = eM(t=Der2(t=1) — Aatrz)(t=1),
On reconnait la fonction génératrice d’une loi de Poisson de paramétre A; + As.

Donc, d’aprés 1.(b), comme Z a la méme fonction génératrice qu’une loi de Poisson de paramétre
A1+ Ao, alors Z = X + Y suit une loi de Poisson de paramétre Ay + Ao.
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EXERCICE 111 probabilités

Enoncé exercice 111

k Xk 1
On admet, dans cet exercice, que : Vg € N,V € ]—-1,1], Z (q> 2¥79 converge et que Z (q> zF1 = m.
k>q k=q
Soit p € 10, 1].

Soit (€2, .A, P) un espace probabilisé.
Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur (2, A, P) et a valeurs dans N.
On suppose que la loi de probabilité du couple (X,Y") est donnée par :

n 1\" .
¥ (kn) € N2, P((X = k) (Y =n)) = (k> (2) p(L—p)"sik<n
0 sinon
1. Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de probabilité.
2. (a) Déterminer la loi de Y.
(b) Prouver que 1+ Y suit une loi géométrique.
(c) Déterminer 'espérance de Y.

3. Déterminer la loi de X.

Corrigé exercice 111
1. On remarque que V (k,n) € N2, P(X = k)N (Y =n)) > 0.
Rappelons la convention du programme : Z) =0sik>n.
Par positivité de tous les termes, on peut écrire directement dans [0, +00], avec le théoréme de Fubini :
n 400 n n +o0
n 1 1 n 1
> (k) (2> p(l=p)" =) <2> p(1—p) (Z (k>> ;p( P =P

(k,n)EN? n=0 k=0
en reconnaissant successivement la formule du binéme de Newton et la somme d’une série géométrique.

Les quantités données définissent bien une distribution de probabilités discréte sur N2, donc une loi de
probabilité.
2.(a) Y(Q)=N.
Soit n € N.

+oo
P(Y =n)=)_ P((X =k)n (Y =n)) (loi marginale)
k=0

n 1 n
Done, d’aprés les calculs précédents, P(Y =n) = Z ( ) <) p(1—p)" =p(l—p)".

C’est-a-dire, Vn € N, P(Y =n) = p(1 —p)™.

(b) Posons Z=1+Y.
Z)=NetVneN" P(Z=n)=PY =n—1)=p(1 —p)» L.
Donc Z suit une loi géométrique de paramétre p.

(¢) D’aprés la question précédente, E(Z) = —.
p

OrY =7 —1donc E(Y) = E(Z) — 1 et donc E(Y):lp%p.
3. X(Q) =N.
+oo
Soit ke N. P(X =k) = ZP((X =k)N (Y =n)) (loi marginale)
B _+<>o Z:O 1 n o 1 k ~ k+<>o n 1 - n—~k
Doncp(X—/f)—nz_;c(J <2> p(1—p) —p<2) (1-p) ;(J (2(1 p)) :
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k
Donc, d’aprés les résultats admis dans l'exercice, P(X = k) =p () (1—p)*

1 2k+1

k
Cest-a-dire P(X = k) =p <2> (1 _p)km'

2 (1-p\"
DOHC,VkEN,P(XZk‘)Z&)(#p?) .
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EXERCICE 112 probabilités

Enoncé exercice 112

Soit n € N* et E un ensemble possédant n éléments.
On désigne par P(FE) 'ensemble des parties de E.

1.
2.
3.

Déterminer le nombre a de couples (A, B) € (P(E))” tels que A C B.

Déterminer le nombre b de couples (A4, B) € (P(E))” tels que AN B = 0.

Déterminer le nombre ¢ de triplets (4, B,C) € (P(E))® tels que A, B et C soient deux a deux disjoints et
vérifient AUBUC = E.

)
)2

Corrigé exercice 112

1.

On note F = {(A, B)e (P(E)? JAcC B}.

Soit p € [0,n]. On pose F, = {(A,B) € (P(E))® / A C BetcardB :p}.
Pour une partie B & p éléments donnée, le nombre de parties A de F telles que A C B est card P(B) = 2P.

De plus, on a (;) possibilités pour choisir une partie B de E & p éléments.

On en déduit que : Vp € [0,n], card F), = (;)2[)'

n
Or F = |J F, avec Fy, F1, ..., F,, deux & deux disjoints.
p=0
n

Donc a = card F = Z card F, = Z <n> 2P = 3", d’apreés le binéme de Newton.
p=0 p=0 p

Conclusion : a = 3".

Autre méthode :
Le raisonnement suivant (corrigé non détaillé) permet également de répondre a la question 1.

Notons encore F' = {(A,B) e(P(E))? JAcC B}.

A tout couple (A, B) de F, on peut associer 'application ¢ A,p définie par :
E — {1,2,3}

) 1 si reA
PAB: o 2 si x¢AetxeB
3 si x¢ B

On note A (E,{1,2,3}) ensemble des applications de E dans {1,2,3}.

F — A(E,{1,2,3})

(A,B) — @an est bijective.

Alors 'application O :

Le résultat en découle.

A@ B e@®) janB=0} ={(4B)e (PE) /AcB}.

Or card {(A, B) € (P(E))*> JAC E} = card {(A,B) e (P(E))> JACB
= card {(A,C) e (P(E)* /AcCC

Donc b = a.

Compter tous les triplets (A, B, C) tels que A, B et C soient deux a deux disjoints et tels que
AU BUC = E revient a compter tous les couples (A, B) tels que AN B = () car, alors, C est
obligatoirement égal & AU B.

En d’autres termes, ¢ = card {(A7 B)e (P(E))? /JANB = @} =b=3".
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