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CORRIGE DU D.M. N° 3 DE MATHEMATIQUES

Ce probleme est extrait de EPITA - PSI - 2017.

Partie A

1)

2)

sintr(\;t, donc Sit‘;t ¥ tal,l . La fonction t — S%t est continue et positive sur |0, 7], et U'intégrale de

Riemann fo 7& dt converge si, et seulement si, @ — 1 < 1, donc, par équivalence des fonctions positives,

l'intégrale I(a) converge si, et seulement si o < 2 ‘

| <

L dt converge, par comparaison des fonctions positives,

a) Soit o > 1. La fonction ¢ — =1L est continue sur [m, 400 et, pour tout t > T,

Comme l'intégrale de Riemann f oo o
s o

() est absolument convergente si a > 1 ‘

b) Pour tout ¢t € R, |sin(t+m)| = |—sint| = |sint|, ce qui signifie que ’ la fonction t — |sint| est m-périodique |

Soit k € N. L’application u + t = u + km est de classe C! sur [0, 7] vers [kr, (k+ 1)7] et dt = du.
Le théoreme de changement de variable donne :

(k+1)7 T T
/ |sint|dt§/ \sin(u+k7r)|t_1:/ sinudu = [—cosulf =1—(-1) =2
k 0 0

us

Donc,

pour tout k € N, f(kﬂ |sint| dt = 2 ‘

¢) Soit a > 0 et k > 1. Comme la fonction ¢ — -L est continue et décroissante sur [k, (k + 1)7],

t(l
pour tout t € [kﬂ', (k + )7'1']7 m < t% < W’ et donc (kri?iLa < ‘gtlnﬂ < |]:;171r;|
. 5 , 1 k+1 k+1)7r ‘s1nt| (k?Jrl)ﬂ' N
Par croissance de I'intégrale, gojars [ir |sint|dt < [, dt < 2= [ir | sint| dt,

k?+1‘ﬂ'|smt\
e < Jin dt < gz |

Comme fk(:ﬂ)ﬂ |sint|dt = 2, on obtient :

d) On somme pour k =1 & n — 1 et on obtient :

n—1

n—1 n n—1
2 nw | sint| 2 1 s T 2 1 nmw ‘blIltl 2 1
2 Z (k+1)a < TR dt < A 2 7, Cest-a-dire | = 2 = <[ dt < = kzl |

— Sia <1, alors la série de Riemann Z diverge et donc la suite de ses sommes partielles tend
vers +o0o. La minoration précédente donne [ |Smt‘ dt —> +00, ce qui prouve la divergence
de lintégrale J(a).

— Si @ > 1, alors l'intégrale J(a) converge absolument d’aprés la question 2a.

En conclusion, ’l’intégrale J(a) est absolument convergente si, et seulement si, o > 1 ‘

a) Pour tout # > m, [ sin(t)dt = [~ cost]Z = —cosx — 1 et cette quantité n’a pas de limite lorsque

x — +o00. Donc (0) est divergente ‘

b) Soit a > 0. Pour tout ¢ > , ’tcfif < ta% ett — ta% est intégrable, d’aprés Riemann, sur [, +00].

Donc, par comparaison des fonctions positives, | 'intégrale f oo ff,’if dt est absolument convergente |.
Soit > w. On procede & une intégration par parties en posant u(t) = —cost et v(t) = t% Les
fonctions u et v sont de classe C! sur le segment [, x| avec u/(t) = sint et v'(t) = — 5.

Pour tout ¢t > 7, |u(t) =|est| < L = 0 et Pintégrale f+°° Cﬁfﬁ) dt converge.

Le théoreéme d’intégration par parties assure alors|la convergence de I'intégrale J(«) = f:oo ST# dt |.




4) L’intégrale f(«) converge si, et seulement si, les intégrales I(a) et J(a) convergent, c’est-a-dire si, et

seulement si @ < 2 et a > 0, i.e o €]0,2[. Donc ’ le domaine de définition de la fonction f est |0, 2| ‘

L’intégrale définissant f(«) converge absolument si, et seulement si, les intégrales I(«) et J () convergent

absolument. Comme la fonction ¢ — bm(t) est positive sur |0, 7], I'intégrale I(«) est absolument conver-

gente si, et seulement si, elle est convergente. Donc lintégrale f(«) est absolument convergente si, et

seulement si v < 2et o > 1. ’ Le domaine de convergence absolue de l'intégrale définissant f(«) est ]1,2[ ‘

Partie B
5) a) On fait une intégration par parties en posant u(t) = 1 — cost et v(t) = . Les fonctions u et v
sont de classe C! sur ]0,7/2] avec v/(t) = sint et v/(t) = — 73+
Comme u(t)v(t) = % > R% v 0, puisque 2 — a > 0, et que K («) est une intégrale conver-
—

gente d’apres la partie I, on peut intégrer par parties :

47 7/2 w/2 . /2 }

1 —cost 1 —cost 1-0 1 —cost
K = | — dt = -0 —dt
(@) { Iz L *“A ot (w/2)" *“A a1

Done | K (a) = (2) + o [/ Lzeost g |

b) e La fonction ¢t — 125! est positive sur ]0, 7/2] donc foﬂﬂ Locost gt > 0.
e a+ 1 <2 donc, pour tout ¢ €]0,1], tu+1 <; L
Comme, pour tout t €]0,1], 1 — cost > O7 fol Lot di fol 1=cost dt, par croissance de
Iintégrale.
e a+1 >0 donc, pour tout ¢ € [1,7/2], = < 1.
Comme, pour tout t € [1,7/2], 1—cost > 0, fﬂ/Q Lot dt < 7T/2(1 —cost) dt, par croissance
de l'intégrale.

D’autre part, la relation de Chasles donne K («) = fol 1;,Cfftt + fw/z lt,ffft dt, ce qui permet de
conclure :

0.< J7/2 5o gp < [} 17080 gt o [72(1 — cos(t) dt

¢) Notons M le majorant (indépendant de ) de 'encadrement précédent. Alors :

Va €]0,1], <72T>a < K(a) < <72T>a +aM

Comme (2) = e¥In(2/m) —6 e =1letaM H 0, le théoreme des gendarmes permet de conclure :
a—
lim K(a) =1}
a—0
6) a) On pose u(t) = —cost et v(t) = 7. Les fonctions u et v sont de classe C* sur [r/2, +oo[ avec
u'(t) = sint et v'(t) = — . Comme u est bornée et v(t) — 0, on a u(t)v(t) — 0, ce qui
t—+4o00 t—+4o00

rend légitime une premiere intégration par parties :

“+ o0 “+ o0 400
4 t t
/ S g — - 0—a/ o dt:—a/ SRt

2t a2 T xy2 o1

On pose & nouveau z(t) = sint et y(¢) = z4+. Les fonctions z et y sont de classe C! sur [r/2, +o00|
avec 2'(t) = cost et y/(t) = — 2. Comme z est bornée et y(t) — 0, on a z(t)y(t) — 0, ce
t—-+o0 t——+oo

qui légitime une seconde intégration par parties :

0 sin(t) 1 +° sint
dt=—a|0—- ———— 1 dt
/71_/2 to « (7-‘-/2)04-&-1 + (O[ + )A/2 toa+2

On a obtenu : f:/zo S‘?(Et) dt = (W/QO;QH —ala+1) f:/zo f;ﬁé dt |.




Partie C

7)

b) — L’inégalité triangulaire et la croissance de l'intégrale donnent :

c)

a)

+oo o: +o0o : +oo
sint | sint| dt
a(a—&—l)/ﬂ/Z rarz Ot Sa(aJrl)/ﬂ/2 otz 7dt§a(a+1)/7r/2 e
. , N 1 +oo « @
et le dernier membre est égal & a(a + 1) [_WL/Q = 7T Comme G 04_—>(>) 0,
on conclut, par le théoréme des gendarmes, que | a(a + 1) f:};o f&‘}r’; dt O:()) 0l

o y N . ;s a 400 sin(t)
D’apres la question précédente, comme )T a—_)g 0, on conclut que fﬂ/2 o dt a—_}g 0l

Par opérations, ’ f(a) admet une limite finie quand o — 0 égale a 1+ 0 =1 ‘

Soit v €]0, 2[. La fonction h : ¢t — 1228 est continue et positive sur |0, 400 et :

2
— h(t) Kot % = w%l qui est intégrable sur |0, 1] d’aprés Riemann, puisque oo — 1 < 1.
—

— Pour tout t > 1, h(t) < ta% qui est intégrable sur [1, +oo[ d’apres Riemann, puisque a+1 > 1.

Donc | I'intégrale fo+°° 1:2(151(” dt converge si 0 < a < 2|,

Les fonctions u : ¢t + 1 — cost et v : t ++ & sont de classe C! sur ]0, +oo[ avec v/ : ¢ +— sint et

tCX
/. [e] .
'U.tH*Wet.

_— l—cost _, t2/2 _ 2 . _
u(t)v(t) M 5 —>t_)0 0, puisque 2 — a > 0.
_ _ ; _ Oo(L :
t— 1 — cost est bornée, donc u(t)v(t) e O(3=) e 0, puisque o > 0.

Comme lintégrale f(a) converge et que le produit uv admet des limites finies aux bornes de
10, +00[, on peut intégrer par parties :

T 1 — cost

0

On a obtenu : | pour 0 < o < 2, f(«) = afoJroo 1;ac$1st di |

Comme la fonction ¢ 1;,°fft est positive sur ]0,4o00[ et a > 0, par positivite de I'intégrale,
f est positive sur ]0,2[. Si f s’annulait en a €]0,2][, alors la fonction continue et positive ¢ —

1;;3?’5 serait d’intégrale nulle, donc identiquement nulle sur ]0, +o0o[, ce qui n’est pas le cas. Donc

’ f est & valeurs strictement positives sur ]0, 2] ‘

2
La fonction ¢ est continue en tout point de R\ {0} et ¢(t) Kot ttf 1.
f—
1

, en posant p(0) = 3.

Donc ’ elle est prolongeable en une fonction continue sur R

Pour tout ¢ €]0, 7], cost < 1, donc ¢ est strictement positive sur ]0, 7] et, ¢(0) = L > 0.

2
Par conséquent ¢ est strictement positive sur [0, 7].
Etant continue sur le segment [0, 7], la fonction ¢ est bornée et atteint ses bornes sur [0, 7], donc

’ ¢ admet sur [0, 7] un minimum g >0 ‘ car la fonction ¢ est strictement positive.

Comme ¢ — 125%% est positive sur ]0,+oo, d’apres la relation de Chasles et la croissance de

Iintégrale :

+oo T ™ 2—a 17T 2—«
1 — cos(t) 1 — cos(t) p(t) t ™
f(oz)=04/0 Wdtza/() Wdt:a/o dt > ap 2"al, " “2-a

— 2—
On a obtenu, pour 0 < a < 2,| f(a) > a [ * tz(fl(t) dt > opS— |
2—« (2—a)lnn . .
aps— = a5  ~ Qf"a — 400 donc, par minoration, | f(a) — o0 |

a—2~ a—2~ a—27




