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CCP MP 2001 MatH II

REMARQUE : l'entier naturel n sera supposé non nul.

Partie 1
1. En développant par rapport & la premiere ligne, on obtient det Cp = (—1)""! (—ag) = (=1)"ag =

(=1)" P(0). Donc | la matrice Cp est inversible si, et seulement si, P(0) # 0

2. Soit € K. On ne change pas le déterminant en remplacant la premiere ligne Ly par Lo+ xLy +--- +

2" 1L, _; puis on développe en suivant cette nouvelle premiére ligne pour obtenir : Xcp = (=1)"P

3. Si Q = xa alors deg@ = n et son coefficient dominant est (—1)™. Réciproquement, si deg@Q = n
et son coefficient dominant est (—1)", alors posons P = (—1)"Q : @ = x¢, d’apres [2]. Donc

il existe A € M,,(K) telle que @ = x4 si, et seulement si, @ a pour terme de plus haut degré (—1)" X"

4. (a) Le déterminant de toute matrice est égal a celui de sa transposée, or ‘Cp — xl, = (Cp — x1,,)

pour tout z € K, d’olt x«¢p, = Xcp, donc| Sp(*Cp) = Sp(Cp)

(b) Soit X = H(zy -+ z,) € Mp1(K) :
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1 : .. .. T2 )
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r3 = )\21‘1
= . car P(A\) =0

Tp = A"l



donc Ker(tcp _ )\In) — Vect(t(l)\ )\n—l))

Si le polynéme P est scindé a racines simples alors x o, aussi d’apres la question [2] et la matrice
{C'p, de taille n, posséde donc n valeurs propres distinctes deux & deux : ¢’est une condition suffisante
pour qu’elle soit diagonalisable.

Réciproquement : si ‘Cp est diagonalisable, alors la somme des dimensions des sous-espaces propres
est égale & n. Or la dimension de chaque sous-espace propre vaut 1 d’apres [b], donc la matrice
{Cp posséde n valeurs propres distinctes deux a deux, qui sont des racines du polynéme Y «c,.
Or ce polyndme est de degré n, donc xi, est scindé a racines simples, donc P aussi. Ainsi

{C'p est diagonalisable si, et seulement si, P est scindé & racines simples

o Puisque deg P = n, si P a n racines deux a deux distinctes alors P est scindé a racines simples et

[c] prouve que {Cp est diagonalisable
1 1
)\1 /\n
¢ La famille . ey . est formée de vecteurs propres associés a des valeurs
)\’il.fl /\2'71
1 1 e 1
A\ Ao
propres distinctes deux & deux. Elle est donc libre, d’ou . . .| #£0
- - 3
XU

Prenons| n=2002, P = X2002_ x?2001__ x2000 __ 1999 et A=Cp

Alors x4 = P et le théoreme de Cayley-Hamilton donne P(A) = 0.

D’AUTRES SOLUTIONS : Comme P(0) < 0 et P(t) o +00, le polynéme P a au moins une
— 400

racine a dans R donc dans K et, pour tout n € N*, la matrice A = « I,, est aussi une solution de

I’équation.

Puisque f"~! # 0, il existe un vecteur e tel que f"~1(e) # Og. Posons, pour chaque k € [1,n],

e = fk_l(e) et montrons que la famille (el, e en) est une base de F : si ()\1, el )\n) € K" et

> or_q Aker = Op, alors

ot (Z /\k6k> =0g, "2 (Z Ak6k> =0g, -, f (Z /\k6k> = 0g, Z)\kek =0g , dou
=1 =1

k=1 k=1
)qf”_l(e) =0g
A fm2(e) + Ao f"He) = 0p

)\1f(€) + -+ )\nflfn_l(e) =0g
e+ -+ )\nf"_l(e) =0g

donc A\ = --- = X\, = 0 car f"1(e) # Og. D'ou B = (61,...,6n) est une famille libre de
E, de cardinal n = dim F, donc c’est une base de E. De plus, pour chaque k € [1,n — 1],



10.

fler) = f*(e) = exs1 et f(en) = f*(e) = 0p. Donc Matg(f) = .= Cxn

Partie II
AX = AX donc Vi € [1,n], Az; = >, _; aixx) done, par Pinégalité triangulaire, |/\:cl{ = > apxk] <

Soroi|air| |ze] < Yot |ai] | Xlleo done | Vi€ [Ln],  |Axi| < X]|

En appliquant le résultat de [6] & io tel que ‘xio‘ = HXHOO, on obtient l'inégalité ’)\‘ HXHOO <1 HXHOO
Or X # 0 car X est un vecteur propre, on peut donc diviser par HX HOO > 0 pour obtenir I'inégalité

|)\| <, donc A € D;,. Ainsi VA € Sp(4), Jip € [1,n], A€ D;, donc| Sp(A)C |J Dy

REMARQUE : Le théoreme de Hadamard sur les matrices a diagonale strictement dominante > exo 20 du

TD 2 est en lien avec les disques D;, appelés disques de Gershgorin > http ://citron.9grid.fr/docs/gerschgorin.pdf

On a vu au [2] que les racines de P sont les valeurs propres de Cp et on peut appliquer [7] & A= C,

n
avec r; = |a0’ et pouri € [2,n], r; =1+ ’ai,1|. Or, |J Dy est le disque fermé de centre 0 et de rayon
k=1

max 7;, donc toutes les racines de P appartiennent disque fermé de centre 0 et de rayon R
1<i<n

Sans perte de généralité, supposons que a = max{a, b, c, d}. Si un entier n € N est une solution de
I’équation proposée, alors il est une racine du polynome P = X + X® — X¢ — X4 € C,[X] donc,
2sik e {bcd}
1 sinon

avec les notations de [8], [n| < R avec R = 2 car |ag| = 0 et 1 + |ax| = . Or

2 n’est pas une solution car, par I’absurde : si 2 est une solution, alors, en supposant, par exemple,
c>d, 2 (2“*1’ + 1) = 24 (20*‘1 + 1) donc, par unicité de la décomposition en produit de nombres
premiers, b = d ce qui est absurde. Par ailleurs 0 et 1 étant des solutions, on peut conclure que :

les uniques solutions n € N de n® + n® = n° 4+ n? sont 0 et 1

AUTRE METHODE : Si n # 0 est une solution de 1’équation, alors, en notant m = min{a,b7 c,d} :
ne=m 4 b= = pe=™m 4 pd=m Q'ott 1 = 0[n], donc n = 1.

Partie IT1
Soit Vn, u(n) = A" : alors Vn, u(n+p)+ap—1u(n+p—1)+---+aou(n) = A" ()\”+ap_1/\p’1+~ . ~+a0> =

A" P(A). Donc| la suite n — A" appartient & F' si A est une racine de P
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12.

13.

14.

15.

o L’application ¢ est linéaire et, en posant o = (ao, cey O 1) € CP, il existe une et une seule suite u € F'
telle que ¢(u) = « : c’est la suite définie par les conditions initiales u(0) = ap,... u(p — 1) = ap—1 et par

la relation de récurrence u(n) = —a,—1u(n — 1) — - -+ — apu(n — p) pour tout n > p. Donc ¢ est bijective.

¢ Donc @ est un isomorphisme de F vers C? d’ott dim F' = dim CP, donc dimF =p

(a) e;i(p) = —ap—1e;(p—1) — -+ —ase;(i) —--- — ape;(0) donc | e;(p) = —ay
(b) Notons (51, el sp) la base canonique de CP : ¢; = @_1(5i+1) donc la famille (eo, e ep,l) est
Pimage par I'isomorphisme ¢! de labase (e1,...,&p). Ainsi|  (eo,...,ep—1) est une base de F

(c) Vu e F, u= ¢ p(u)] =¢* { P (i) 61'_;,_1} =3P u(i) g (eipr) done|  Vu € F, u= 3" u(i)e;

D'une part | f e L(E) | d’autre part : si u € F, alors Vn, u(n+1+p) = —ap_1u(n+1+p—1)—

- —apu(n+1) dou f(u)(n+p) = —ap_1f(u)(n+p—1)—---—aof(u)(n) donc f(u) € F ce qui montre

que F est stable par f

Pour tout u € F, f(u) € F donc [12.¢] donne f(u) = P70 f(u)(k) er, = S bu(k+1) e, = S0 u(k +

1) ex+u(p) ep—1 = u(1) eo—l—zz: u(k) ex—1+u(p) ep—1. En particulier, f(e;) = o
—agep,_18it=0

0 1 0
donc| Mate,,....c,_,)(f) = O 0 s : — Cp
. . 1
_aO _a/l DR —ap71

REMARQUE : L’hypothese “non nulles” ne sert pas, ce qui autorisera l’application de cette question a la
question [16].

1 1
Ao Ap—1
(a) D’apres [4.d], une base de vecteurs propres de la matrice ‘Cp est . sy . donc
Y Ag !
une base de vecteurs propres de endomorphisme g est (vo, ..., vp,—1) avec v; = Y 1_g ! MNeep :n—
A7 Donc| une base de vecteurs propres de g est (vo,...,vp—1) avec Vn, v;(n) = A7

ei—1—ajep_1sil<i<p-1

(b) D'ouVu € F, I(kg,..., ky_1) € CP, u= f;ol kiv;donc|  I(ko,...,kp—1) €CP, VneN, u(n)

-1
= Zf:o

ki A




16. Ici, P = X3 — (a+b+c) X2+ (ab+ ac+ bc) X — abe = (X — a)(X — b)(X — ¢) avec a, b, ¢ distincts deux

17.

18

19.

20.

21.

a deux donc [15] donne : | une base de F est ((a”)neN, (0™) nen, (c”)neN)
Partie IV

Sin =1, alors A =Cjy4. Sin>2, alors les matrices A et C'4 ne sont pas toujours semblables |car
rg(Ca) > n — 1 dong, si rg(A) < n — 1 alors A n’est pas semblable & C4.

AUTRE METHODE : On peut aussi, selon [4.c], prendre A diagonalisable mais avec une valeur propre au

moins double.

. Si (%x), alors U =V = P~} (Cy — Cy) P. Or, les (n — 1) premieres colonnes de Cyy — Cy sont nulles
donc rg(Cy — Cy) < 1 et, par 'absurde : si rg(Cy — Cy) =0, alors Cy —Cy =0donc U —V =0
ce qui est absurde (car U et V sont distinctes) donc rg(Cy — Cy) = 1. Donc rg(U — V) = 1. Donc

(xx) = (%)
U=15L, V= <(1) 1) vérifient (*) mais pas (**) et pged (xu, xv) = (X —1)® | car la matrice
U-V = 8 _01) est de rang 1 et xy = xv = (X — 1)2, donc Cy = Cy. Si (**) était vrai, alors la

matrice U serait égale a V', ce qu’elle n’est pas. Enfin, les matrices U et V' sont bien inversibles.

rg(u —v) = rg(U — V) = 1 et le théoréme du rang donne dim(Ker(u —v)) = n — 1 : donc

H est un hyperplan de F

(a) Par 'absurde : si F' C H, alors Vo € F, (u—v)(z) =0g d'ou Vz € F, u(xz) = v(z), donc up = vp.

D’ot Xy, = Xop- Posons P = Xy, = Xop : deg P =dim F' > 1 et P divise x, et x, ce qui contredit

pged (Xu7 xv) = 1. Donc F¢H

(b) o D’ou F # FNH donc dim F > dim(FNH) et donc dim(F+ H) = dim H +dim F —dim(FNH) >

dimH =n—1doncdim(F+H)=net| F+H=F

o Notons
sous-espac

p=dmF, g =dimFNH et r=dmH. Soit Bprg = (u17...7uq) une base du
e vectoriel F'N H. Par le théoreme de la base incomplete, on peut compléter Bgng en une

base B = (ul,...,uq,vq+1,...,vp) de F' et en une base By = (ul,...,uq,wq+1,...,w7.) de H. La

famille de

vecteurs B = (u1,...,Uq, Vg41s-- -, Up, Wat1,- - -, Wr) est alors une base de F + H = E

donc :

on a complété une base By de F' par des vecteurs de H en une base B’ de F
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AUTRE REDACTION : Soit G un supplémentaire de F' N H dans H. Alors F®G=F+ H =E. En
concaténeant une base de F' et une base de G, on a complété une base de F' en une base de E par
des vecteurs de H (car G C H).

oDou B = (ul,...,up,up+1,...,un) avec uy € H pour k > p+1. Or, si x € H, alors u(z) = v(z)
et F' est stable par u et par v donc

Ay B Ay B
( 01 C> Matg (v) = ( 02 C> avec A; € My(K) .

Matg (U)

Donc x¢ | xu, xc | xv et deg(xc) =n —p > 1 puisque F # E, ce qui contredit pged (Xu,xv) =1

Donc F=F

{0g} et E sont stables par u et par v et on vient de montrer que : si F est stable par u et par v et F' #

{0g} alors F = E. Donc| les uniques sous-espaces stables par u et par v sont E et {Og}

Par définition, G; = (v/)"'(H) et U € GL,, (K) donc u € GL(E) et donc w/ € GL (E) donc

dim G; = dim H. Ainsi, pour tout j € N, G; est un hyperplan de £/

- n—2
D’out G; = Keryp; ol ; est une forme linéaire non nulle sur E. Alors dim | (| G;| = dim Kerg;
7=0 j=0
n—2
n—r1g(¢o,...,n-2) =n—(n—1)=1. Donc N G, #{0g}
j=0
Par définition de I’entier p et du sous-espace vectoriel F, la famille de vecteurs (y, u(y), ..., uP™1 (y))

est libre tandis que la famille (y, u(y), ..., uP~(y), u”(y)) est liée donc il existe (ao, e ap_l) € Kp
tel que uP(y) = i;é apu®(y). Par I'absurde : supposons que p < n — 1.

D’une part, le sous-espace vectoriel F' est stable par u car u?(y) € F donc u(F) = Vect {u(y), u(y),. ..

F. D’autre part, Vk € [0,n — 2], y € G), d’ott u*(y) € H donc v(u"(y)) = u(u*(y)) donc, puisque
p—1<n—2 v(F)= Vet {u(y),u*(y),...,uP(y)} = uw(F) C F. Donc F stable par u et par v

avec 1 < dim F < n — 1, ce qui est absurde d’apres [21]. Donc| B” est une base de E

u(er) = eg41 pour tout k € [0,n — 2] et le vecteur u(e,—_1) se décompose aussi dans la base B,
donc il existe un polynéme P tel que Matg»(u) = Cp. Mais alors, d’apres [2], P = (—1)" xu,
donc Cp = Cy. D’autre part, comme vu au [c|, Yk € [0,n — 2], v(ex) = uler) = ept1
donc Matg~(v) est aussi une matrice compagnon et, de méme que ci-dessus, c’est Cy. Donc

Matg/(u) = Cy et Matgr(v) = Cy

En notant P la matrice de passage de B” 4 B, U = P~ Cy P et V = P~1 Cy P. On peut donc

conclure que : | VY(U,V) € (GLn(K))2, ((*) et pged (XUaXV) = 1) = (%*)




REMARQUE : on a utilisé I'hypothese U inversible mais pas I’hypotheése V inversible. Par ailleurs,
I’hypothese pged (XU, XV) = 1 implique que U ou V est inversible car 0 ne peut alors étre une
racine commune a xy et a xy.

23. (u,v) € (GL (E))2 (car xu(0) # 0 et x,(0) # 0), pged (Xu, xv) = 1 (car si P | x,, et P | x, alors
P xu—xv=2(—1)") et rg(u — v) = 1. On peut donc appliquer le résultat de [22] & (u,v) : il existe
une base B = (el, e en) de E telle que

0 - 0 -1 0 - 0 1
Matg(u) = Cy = v O et Matg(v) =Cy = Lo 0
0 1 0 0 1 0

Le sous-groupe G de GL (E) engendré par u et v est 'ensemble des composées de u, v, u=! et v=1.

D’apres le théoréeme de Cayley-Hamilton (ou en itérant les matrices Cpy et Cy ), v™ = idg et u™ = —idg
d’ott u?” =idg et donc v~ = v et u~! = u??~ 1. Donc G est I'ensemble des composées de u et v.
L’ensemble X = {el, e T —en} est de cardinal 2n (par liberté de la base B) et est stable

par u et v et par suite aussi par tout élément de G : Vw € G, w(X) C X. Et méme w(X) = X par
injectivité de w. Ainsi toute application w de G induit une permutation o, de ’ensemble X.

De plus, 'application w +— o, est injective car ’ensemble X contient une base de I’espace vectoriel F,
donc deux endomorphismes de F qui coincident sur X sont égaux.

Comme card (S(X)) = (2n)!,| le groupe G est fini et Card (G) < (2n)!

REMARQUE : Une application linéaire étant caractérisée par 'image d’une base, G est en bijection avec
G = {(g(el)7 ... 7g(en)) ‘ g€ G}. Posons ¢ la permutation circulaire (1,2,...,n) et montrons que

G =G"ouG" = {(61601«(1), . ,8n60k(n)) ‘ ke [[O,Tl - lﬂ, € € {—1, 1}}
L’inclusion G’ C G” se montre par récurrence car
(w(slegk(l)), [P ,w(aneak(n))) = (:l:glea.kJrl(l), ey i€n60k+1(n))

pour w = u ou w = v et que o est d’ordre n.

Réciproquement, par récurrence sur k : Vk € [0,n], (vk(el),...,vk(en)) = (egk(l),...,eak(n)) et

(uF(er), ..., uk(en)) = (egk(1)7 s Cok(n—k)s —Cok (n—kt1)r - - s _6o-k(n)). Posons g = vk ou™* (go =

—Idg, g» = Idg) , on a donc (gk(el), . ,gk(en)) = (el, e TR P —en) et donc, en posant,

pour k € [1,n], hy = gr—10 gk, (hk(el), o hk(en)) = (61, ey Ch1y —Cly €ty - - - en). On obtient ainsi
Osieg; =1

(Sleak(l), e ,Enegk(n)) = (g(el), e ,g(en)) en prenant a; = . S? ci ) et g=vFoh{ o-..0hdn
S1&; = —

et on a g € G. Donc G” C G’ et, finalement, card (G) = card (G“) donc| card (G) =n2"




