Chapitre VI Probabilités
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VI.1 RESULTATS & EVENEMENTS

EXEMPLE 1 — « On lance un dé » est une expérience aléatoire et son univers est Q = [1;6]. (Le mot
latin pour un dé est « alea » et a donné le terme « aléatoire ». Le mot hasard vient de l’arabe « az-zahr »
qui signifie < le dé ».)

« Obtenir un résultat pair » est ’événement E = {2;4;6} C et « obtenir un 3 » est I’événement {3},
a ne pas confondre avec le résultat 3 : 3 € Q et {3} € P(Q).

Vocabulaire des probabilités Notation Vocabulaire des ensembles

Evénement certain Q Univers
Evénement impossible (%] Ensemble vide
Evénement contraire Q\ A=A Complémentaire
Evénement élémentaire {w} Singleton
A implique B ACB A est une partie de B
Le résultat w réalise I’événement A weA w appartient & A
Et N Intersection
Ou U Réunion (ou union)

Evénements incompatibles AN B =@ Parties disjointes

REMARQUE 2 (Unions et intersections) — Par définition,
w €E ﬂAi <— Viel, weA; (wappartient a tousles A;)
iel
wE UAi <— Jiel, we A, (w appartient & au moins un des A;)
iel
On dit que l'union |J A; est disjointe si les ensembles (événements) A; sont disjoints (incompatibles)
icl
deuzr a deux : Vi # j, A;NA; =0.

L’intersection est distributive par rapport a l'union et 'union est distributive par rapport a l’intersection.

EXERCICE 3 — Voici une expérience aléatoire. On lance une piéce indéfiniment. A chaque lancer, la piéce
tombe sur Pile ou Face. Quel est ['univers 2 de cette expérience ?

Soient, pour chaque n € N*, les événements :

A, « Le premier Face apparait au n—iéme lancer » et B, « Les n premiers lancers donnent Pile »
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CHAPITRE VI. PROBABILITES

1. Quel est l’événement |J A, ?
neN*

2. Quel est l’événement () By ¢
neN*

3. Exprimer B, en fonction des événements Ay.

4. Quel est l’événement B,, N Byy1 ¢

Dans 'exercice précédent, I'univers €2 est infini et certains événements sont la réunion ou l'intersection
d’une infinité dénombrable d’événements. C’est rendu possible par la définition suivante :

DEFINITION 4 (La tribu est 'ensemble des événements)
Soit un ensemble Q. On dit qu'une partie &7 de P(2) est une tribu sur Q si :

1. Qe o
2.si A€, alors A€o/ (stabilité par passage au complémentaire);
3.si VYneN, A, €., alors U A, € &/ (stabilité par union dénombrable).
neN
On appelle événement tout élément de la tribu.

PROPOSITION 5
Si &7 est une tribu sur €2, alors :
l. oe;

2.si VneN, A, €, alors ﬂAnEQf.
neN
3. VAed,VBew/, ANBe .

Preuve —
1. o=Q.
2. Soit, pour chaque n € N, B,, = A,, € &. La tribu & est stable par union dénombrable, d’ou U By, € &/. On passe

neN

au complémentaire : U B, € &. Or U B, = m B, = m An.
neN neN neN neN

3. ANB=AnNB.

V1.2 PROBABILITE

Le couple (£2,.47) est appelé un espace probabilisable. On le munit d’une probabilité P : le triplet
(2, o7, P) est appelé un espace probabilisé.

DEFINITION 6
Soit (€2, 47) un espace probabilisable.

Une probabilité sur (2, &7) est une application P : &/ — [0, 1] telle que :
1. P(Q)=1;

2. (oc—additivité) pour toute suite (A, ),cn d'événements,

+oo
P (U An> =Y P(Ay) si 'union est disjointe.
n=0

neN
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VI.3. LA CONTINUITE (DE)CROISSANTE

REMARQUE 7 — Une union, finie ou dénombrable, est toujours commutative et on peut donc la noter
o0

indifféremment U o U Une somme finie de scalaires est commutative, une somme dénombrable aussi

neN n=0
st la série est absolument convergente (c’est le cas de la série Y P(A,) dans la définition précédente) :

oo
on peut alors la noter indifféremment E ou E :
n=0 neN

PROPOSITION 8 1. P(@) =0.
2. (additivité) Pour toute famille finie d'événements (44,...,A,) € ™,

P <U AZ-) = P(A;) si I'union est disjointe.
i=1 i=1
3. Pour tout événement A € o/, P(A) =1-— P(A).
4. (croissance de la probabilité) Pour tout (4, B) € @/?, AC B = P(A) < P(B).
5. Pour tout couple d'événements (A4, B) € &%, P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB).
6. (sous-additivité) Pour toute famille finie d'événements (A, ..., A,) € @™,

Preuve —

1. Les événements Ag = Q et A, = @ pour tout n > 1 sont deux & deux incompatibles, d’ott
1=P@Q)=P| | An | =P(Q)+ > P(2). Donc P() = 0.
neN n>1

2. Soit la famille (A1,...,An) € @™ d’événements deux & deux incompatibles et A, = @ pour tout m > n + 1. D’apres
1

)

P(A1U...UA,)=P (U Ak) = Z P(A,) = P(A1)+ -+ P(Ay) car 'union est disjointe.
keN kEN

3. AUA =Q et I'union est disjointe : on applique la propriété 2.

=

Si A C B, alors AU (B \ A) = B et cette union est disjointe : on applique alors la propriété 2.

5. AUB = AU (BN A) (union disjointe) et B = (BN A)U (BN A) (union disjointe), d’ott
P(AUB)=P(A)+ P(BNA) et P(B)=PBNA)+P(BNA).

6. D’apres la propriété précédente, P(AU B) < P(A) + P(B). Puis par récurrence sur n.

VI.3 LA CONTINUITE (DE)CROISSANTE

THEOREME 9
Soit (A, )nen une suite d'événements.

1. (continuité croissante) Si Vn € N, A,, C A4, alors P <U A,,) = lim P(4,).

n—oo
neN

2. (continuité décroissante) Si Vn € N, A,,,1 C A,, alors P <ﬂ An> = lim P(4,).

n—oo
neN
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CHAPITRE VI. PROBABILITES

Preuve —

1. Les événements By = Ag et, pour chaque n € N*| B,, = A, \ A, _1 sont deux & deux incompatibles, d’ot leur union
est disjointe et, par o—additivité :

e} N
(U] =3 P = m S rm
neN n=0 n=0

N

Or la somme partielle Z P(By) vaut P(Apy) car c’est une somme télescopique. En effet, pour tout n € N*|
n=0

B, UA,_1 = Ay, et l'union est disjointe, d’ott P(By) = P (An) — P (An—1).

Donc P U B, | = ng}nOO P(Ap). Enfin on remarque que U B, = U A, et on conclut.
neN neN neN

2. On passe aux événements contraires : soit, pour chaque n € N, C),, = A,,. La suite (Cy) est croissante pour I'inclusion

(car la suite A, est décroissante), d’ou P U Cyn | = lim P(C,). Puis on repasse aux événements contraires :
n— oo
neN

() An=J Cn,dot 1—=P [ () An | = lim [1 - P(4,)].
el iyt neN n— oo

COROLLAIRE 10
Pour toute suite (By,)nen d'événements :

P UBn = lim P LnJBk et P ﬂBn = lim P ﬂBk
k=0

n—oo
neN neN k=0

n
Preuve — Soit, pour chaque n € N, I’événement A,, = U By La suite (Ay) est croissante car Ap4+1 = An U Bp41, dou
k=0

P U Ap | = nlimw P(A;) par continuité croissante. Or U Ay = U By

neN neN neN
De méme pour l'intersection en utilisant la continuité décroissante. |
EXERCICE 11 — On lance indéfiniment une piece qui tombe de maniére équiprobable sur Pile ou Face.

Montrer que la probabilité d’obtenir toujours Pile est nulle.
Cet exercice montre que

Evénement impossible 4 = @ Probabilité nulle P(A) = 0.

—
Ceci motive la définition suivante :

DEFINITION 12
On dit qu'un événement est :

— négligeable ou presque impossible si sa probabilité est nulle;

— presque certain si sa probabilité vaut 1.
« La piece tombe toujours sur Pile » est un événement négligeable mais pas impossible.

PROPOSITION 13 (o —sous-additivité)

Soit (Ay),,cy une suite d'événements. Si la série ) P(A,) converge, alors P U A, | < Z P(A4,).
neN n=0
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VI.4. L'INDEPENDANCE

N N
Preuve — Pour chaque N € N, P ( U An> < Z P(Ajy) par sous-additivité. A droite, la limite N — oo existe et vaut
n=0 n=1
o0
Z P(Ay) car la série Y P(Ayp) converge, par hypothése. A gauche, la limite N — oo existe et vaut P U A, | dapres le
n=0 neN
corollaire de la continuité croissante. Les inégalités larges passent a la limite, d’ou la conclusion. |
COROLLAIRE 14
1. Une union finie ou dénombrable d'événements négligeables est un événement négligeable.
2. Une intersection finie ou dénombrable d’'événements presque certains est un événement presque certain.
Preuve —

1. Par o—sous-additivité, la probabilité d’une union d’événements négligeables est inférieure & une somme de probabilités
nulles, elle est donc nulle.

2. Puis on passe aux événements contraires : le contraire d’un événement presque certain est un événement négligeable
et le contraire de I'union est I'intersection des contraires.

O

V1.4 1 INDEPENDANCE

DEFINITION 15
Soit un espace probabilisé (2, <7, P). On dit que deux événements A € o« et B € &/ sont indépendants si

P(AN B) = P(A) x P(B).

Soit (A;),c; une famille finie ou dénombrable d'événements. On dit que ces événements sont :

— deux a deux indépendants si
V(i,j) € I?, i#j = P(A;NA;)= P(4;) x P(A;) ;

— indépendants si, pour toute partie finie non vide J C I,

P4 ] =] P

JjeJ JjeJ

EXERCICE 16 — Soit A et B deux événements. Montrer que :
1. si A et B sont indépendants, alors A et B aussi.
2. si A est presque impossible, alors A et B sont indépendants.

L’indépendance implique I'indépendance deux a deux mais la réciproque est fausse, comme le prouve
I’exercice suivant.

EXERCICE 17 — Voici une expérience aléatoire : on lance deux fois une piece qui tombe sur Pile ou Face
de maniere équiprobable. Et voici quatre événements :

— A « La piéce tombe la premiére fois sur Pile » ;

— B « La piéce tombe la deuxieme fois sur Face »;
— C « La piéce tombe au moins une fois sur Face »;
— D « La piece tombe deuz fois du méme coté ».

Montrer que les événements A, B et D sont deux a deux indépendants et ne sont pas indépendants.
Montrer que les événements A et C' ne sont pas indépendants.
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CHAPITRE VI. PROBABILITES

PROPOSITION 18

Si (Bn)nen est une suite d'événements indépendants, alors P (ﬂ Bn> = lim H P(By).
n—oo
neN k=0

Preuve — D’apres le corollaire 10, P (ﬂ B,L) = lim P (

n—o0
neN

=
[DE

Bk>. Et, d’apres la définition 15 de I’indépendance d’une

n n
famille d’événements, P <ﬂ Bk> =[] PBw). O
k=0 k=0

VI.5 PROBABILITE CONDITIONNELLE

PROPOSITION-DEFINITION 19
Soit (2, 47, P) un espace probabilisé. Soient A et B deux événements. Si la probabilité de |'événement A
n'est pas nulle, alors :

1. on appelle probabilité de B sachant A, et on note P4(B) ou P(B|A), le rapport

P(BNA)

PA(B) = PBIA) = =5

2. I'application P4 : &/ — [0,1], X + P(X|A) est une probabilité sur I'espace probabilisable (€2, ).
On I'appelle probabilité sachant A.

P(ANQ P(A
Preuve — P4 est une probabilité (définition 6) car P4 (Q2) = ﬁ = %A; = let, si (Bn), ¢y est une suite d’événements
deux a deux incompatibles, alors :

(U i <<Li;> )

n=0

—+o0
P < J®Bnn A))
= TL:?;T par distributivité de N par rapport & U

f: P(Bn N A)
n=0

= ——————  par o—additivité de P car I'union est disjointe
P(A)

= > Pa(Bn).
n=0

ProprosITION 20
Soient A un événement de probabilité non nulle et B un événement :

1. Si les événements A et B sont indépendants, alors P4(B) = P(B).
Autrement dit : si B est indépendant de A, alors savoir A ne change pas la probabilité de B.

2. Si A C B, alors P4(B) =1, autrement dit : si on sait A, alors toutes les conséquences de A sont des
événements presque certains. En particulier P4(A4) = 1.

Preuve —
1. Si P(BNA) = P(B) x P(A), alors P4(B) = % = P(B).
2. SiAC B,alors BNA=A, dou P4(B) = % =1
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VI.6. LA FORMULE DES PROBABILITES TOTALES

REMARQUE 21 —
1. Attention a la notation P(B | A) :

— ce n'est pas la probabilité P de « B | A » car « B| A » n'est pas un événement ;

— c’est la probabilité Py de I’événement B.

2. Dans un espace probabilisable (0, o), on peut définir plusieurs probabilités :

— la probabilité P, est la probabilité calculée par un observateur qui sait que I’événement A a eu
lieu ou aura lieu ;

— la probabilité P est la probabilité calculée par un observateur qui ne sait pas si [’événement A a
eu liew ou aura lieu.

Ainsi, la probabilité d’un événement dépend de cet événement mais aussi de l’observateur. Plus
)
précisément de la connaissance que l'observateur a de ['univers des possibles.

EXERCICE 22 — On lance deuz fois une piece. Calculer :
1. la probabilité que la piece tombe deux fois sur Pile sachant qu’elle tombe la premiére fois sur Pile ;

2. la probabilité que la piéce tombe deux fois sur Pile sachant qu’elle tombe au moins une fois sur Pile.

VI.6 LA FORMULE DES PROBABILITES TOTALES

DEFINITION 23
Soit I un ensemble fini ou dénombrable. On dit qu'une famille d"événements (A;);cr est un systéme complet
d’'événements si leur union est disjointe et certaine, autrement dit :

1. V(i,j)EIQ, Z#]:AZQAJZQv
2. [J4ai=0.
il
On dit que c'est un systéme quasi complet d'événements si leur union est disjointe et presque certaine,
autrement dit :

1. v<i,j)€]2, Z#j:AzﬂA‘]:@,
2. P(UAZ) =1
iel

REMARQUE 24 —

1. Si on fait une expérience aléatoire, alors un unique événement du systéme complet se réalise.
2. Si A est un événement, alors {A, A} est un systéme complet d’événements.

8. Pour tout systeme quasi complet d’événements, ZP(Ai) =1 a cause de la o—additivité.
iel

METHODE 25 (Diviser pour régner) — Un systéme complet d’événements (A;)ier permet de décomposer un
événement B quelconque en une union d’événements deux a deux incompatibles : Q) = U A; et cette union
iel
est disjointe, d’ot. B = U(BQAZ-) par distributivité et cette union est disjointe, donc P(B) = Z P(BNA;)
iel icl
par o—additivité. En particulier, si A est un événement, alors P(B) = P(BN A)+ P(BN A). Par suite, si
les probabilités des événements A et A sont non nulles, alors P(B) = P(A)- P(B | A)+ P(A)- P(B| A).
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CHAPITRE VI. PROBABILITES

La formule des probabilités totales généralise ce résultat aux systemes quasi complets d’événements :

THEOREME 26 (Formule des probabilités totales)
Soit (2,47, P) un espace probabilisé. Si (A4;);cr est un systéme quasi complet d'événements, alors

P(B) =) P(BNA;)
iel
pour tout événement B. Si, de plus, les événements A; sont tous de probabilité non nulle, alors

P(B) =Y P(4;)- P(B | A)).

Preuve — Avec un systéme complet d’événements d’abord : en utilisant la méthode 25, P(B) = Z P(BNA;). Si P(A;) #0,
alors la probabilité conditionnelle P4, (B) est bien définie et P(B N A;) = P(A;) - Pa,(B). “

Avec un systéme quasi complet d’événements ensuite : on compléte la famille (A;);cr avec 'événement C = Q \ U A;
on obtient alors un systeme complet d’événements, d’ou la probabilité de tout événement B est : e

P(B)=P(BNC)+> P(BNA,).

iel
Or P(BNC) =0 car, par croissance de la probabilité, P(BNC) < P(C) et P(C) = 0. En effet 'union de C' et de ;s 4A:
est disjointe et certaine, d’ott P(C) + P (U;¢; Ai) = 1. Or P (U;c; Ai) = 1, donc P(C) = 0. O
EXERCICE 27 — On lance un dé a cing faces. Calculer, pour chaque n € N*, la probabilité u, de

l’événement S,, « la somme des résultats obtenus lors des n premiers lancers est paire ».

V1.7 LA FORMULE DES PROBABILITES COMPOSEES

Soient deux événements A; et As. Sion suppose que la probabilité P de A; n’est pas nulle, alors (par
définition de la probabilité conditionnelle) :

P(Al N AQ) = P(Al) X P(A2|A1)

Cette formule est pratique car elle est chronologique. Dans les situations ot A; a lieu avant As, elle permet
de suivre la fleche du temps :

— d’abord, 'observateur de I'expérience aléatoire utilise la probabilité P ;

— puis il sait si A; a eu lieu et il utilise la probabilité Py, .

EXERCICE 28 — Une urne contient 5 boules blanches et 2 boules noires. On tire 2 boules l'une apreés
Uautre et sans remise. Calculer la probabilité que les deux premiéres boules tirées soient blanches.

La formule P(A; N As) = P(A;) x P(A3]A1) se généralise par récurrence et permet de calculer
chronologiquement la probabilité d’une intersection finie d’événements qui ont lieu I'un aprés autre. A
chaque étape, la connaissance de ’observateur est croissante et cet observateur utilise donc une nouvelle
probabilité : d’abord P, puis Pa,, puis Pa,na,, etc
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VI.8. LA FORMULE DE BAYES

THEOREME 29 (Formule des probabilités composées)
Soient un espace probabilisé (€2, <7, P) et une famille finie d'événements (Ay,...,A,) (n > 2). Si la
probabilité de A; N...N A,_1 n'est pas nulle, alors

P(AlﬂmAn):P(Al)XP(A2|A1)XP(A3|A1QA2)XXP(An|A1ﬁﬂAn_1)

Preuve — Par récurrence sur n > 2 :

— Pour n =2, la formule P(A; N Ag) = P(A1) x P(A2|A1) est vraie par définition de la probabilité conditionnelle.

— Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n. Soit A’ = A1 N...N A, tel que P(A’) # 0.
La probabilité de A’ est P(A1)P(A2]|A1)P(A3|A1 NAs)...P(Ap]A1N...NAp_1) car P(A1N...NAp—1) #0 (car
A" C A1N...NA,_1 et la probabilité est croissante).
Et P(A'NApq1) = P(A') X P(An41|A’). Dol la propriété est vraie a Pordre n + 1.

— Donc la propriété est vraie pour tout n > 2.

VI.8 LA FORMULE DE BAYES

Si A et B sont deux événements tels que P(A) # 0 et P(B) # 0, alors (par définition des probabilités
conditionnelles) :

P(A) x P(B|A) = P(AnB) = P(B) x P(A|B).
Si ’événement A a lieu avant I’événement B, alors :

— la formule * est un cas particulier de la formule des probabilités composées, elle est chronologique
(elle suit la fleche du temps, du passé vers avenir, de la cause vers la conséquence) ;

— la formule #x est anti-chronologique (elle remonte la fleche du temps, de 'avenir vers le passé, de la
conséquence vers la cause).

On vient de démontrer et d’interpréter la formule de Bayes :

THEOREME 30 (Formule de Bayes)
Soient un espace probabilisé (2, o7, P) et deux événements A et B. Si P(A) # 0 et P(B) # 0, alors
P(A) x P(B|A)

P(AIB) = =20

METHODE 31 — Pour résoudre ’exercice suivant, on utilise a la fois la formule des probabilités totales
P(B) =Y P(A)-P(B|A)
il
et la formule de Bayes, ce qui donne la formule :
P(A;j) x P(Bl4;)
>ier P(Ai) - P(B| A)

sous Uhypothése que (A;)icr est un systéme quasi complet d’événements tous de probabilité non nulle.

Vjel, P(A;|B)=

EXERCICE 32 — Un joueur tire une carte dans un jeu de 52 cartes (il y a 4 as dans ce jeu). On suppose
qu’un tricheur est certain de tirer un as et qu’il y a, parmi les joueurs, une proportion p €]0, 1] de tricheurs :

- quelle est la probabilité qu’un joueur, pris au hasard, tire un as ?

- le joueur vient de tirer un as, quelle est la probabilité qu’il ait triché ?
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