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Préliminaires

1. Comme 2 est une racine de I'unité, il existe d € N* tel que 2% = 1. En passant

T,ul moldule, on a |z|% = 1, en passant 4 la racine d-iéme dans R* , on obtient
zZ| = 1.

2. Comme g est d’ordre d, on a g% = I,,. Ainsi le polynéme P(X) = X —1 est
un polynéme annulateur de g. Ce polynome est scindé & racine simple dans C,
donc g est diagonalisable. De plus les valeurs propres de g sont des racines
du polynoéme annulateur, ainsi toute valeur propre A de g vérifie A4 = 1,
c’est-a-dire que ce sont des racines d-iémes de 1’unité.

3. (a) On a les égalités d’ensemble suivantes :
{1 <k < m tels que g|k} = {aq,l <a< %} = {aq,l <a< L—Z}J}-

Donc card({1 < k < m tels que g|k}) = [ 7]

(b) Pour i € N* on note 4; = {1 < k < m tels que ¢'|k et ¢*** { k}.
Comme m est fixé et que g > 2, il existe ig tel que pour tout 7 > ig, on
ait A; =0.On a

Cette somme est finie car & partir de iy tous les termes sont nuls, par
conséquent il n’y a pas de probléme de convergence. De plus d’aprés la

question précédente, on a

card(4;) = card({1 < k < m tels que ¢'|k})

— card({1 < k < m tels que ¢""|k})
m m
= '.'—J - l-qz'—I—lJ'

q’L

Ainsi

salm) = > (121~ %)

= 7
+oo i
= ;iLEJ > ;(z —1 =]
+o00 -
- ;L? I.

Pour la suite du corrigé, on notera P1, P2 ou P3 la référence aux questions du

préliminaire.



1 Eléments d’ordre fini de GL,(Z)
1. D’aprés P2, g est diagonalisable dans C, il existe P € GL2(C), A et 4 < C

tels que %
= § -
B gl = (O u)

A et u sont les valeurs propres de g, d’aprés la P2, A et u sont des racipes
d-iémes de 'unité, et d’aprés P1, elles sont de module un. Alors

ITr(g)] = A+ ul < |A|+ |ul =2

2. On a deux valeurs propres réelles et de module un, donc elles valent un oy
moins un. Ainsi :

0 1

1 0

0 -1

-1 0

0 -1
On peut conclure que d =1 ou 2.

3. Le polynéme caractéristique de g s’écrit sous la forme x,(X) = X2 —
Tr(g)X + det(g). Comme g € GL3(Z), on sait que det(g) = *1. On a
A = (Tr(g))? + 4det(g). Si det(g) = —1, alors A > 0 et g aurait des va-
leurs propres réelles. Ce n’est pas possible, donc det(g) = 1. De plus d’aprés
la premiere question, |Tr(g)| < 2, donc Tr(g) € {—2,—1,0,1,2}, ainsi les
polynémes caractéristiques possibles sont :

),etdzl.
oP_lgP:( )etd:Z.

oP_lng( )etd=2.

e X?—2X +1, ce n’est pas possible, sinon 1 serait une valeur propre de
g qui n’a pas de valeur propre réelle.

o X2 - X +1.
o X2 +1.
o X2+ X +1.
° 2(2 + 2X + 1, ce n'est pas possible, sinon —1 serait une valeur propre
egq.
4. e Sixg(X) = X?+1, alors Sp(g) = {i, —1} et g est semblable a diag(i, —i)-
Donc d = 4.

® Si xg(X) = X%+ X + 1, alors Sp(9) = {4,7%}, ou j = e5 . et g est
semblable & diag(7, j2). Donc d = 3.

* Si xq(X) = X_Qr— X + 1, alors Sp(g) = {é‘%, €3}, et g est semblable

a diag(e's,e™'3). Donc d = 6.
Finalement en utilisant aussi la question 2, on en déduit qued € {1,2.3, 4.6}
9. On rappelle la relation entre coefficients et racines dans le cas d’un polynome

scindé. Si P(X) = Y a Xk = IT (X — 21), alors
k=0 . k=0

Vp € [0,n], (_1);;02—;; = Z IEIZ;',,.

n B
1<i1<...<ip<n k=1



On applique cette formule avee p=n -1 et on sait que ay, = 1. celn donne

n-—1
(“l)w"(l = .
1 2,
15_]\(—._‘(:]_‘ - 15'71 k=1
lail < Z a™ ' par l'inégalité triangulaire

1€j1<...€ja-i<n

e ( n )0""’
-3 Y L
< (n) o
aintt 1 .

6. On note A = {x,, tel que g € GL,(Z) est d’ordre fini }. Tout élément de A
est un polynoéme unitaire, a coefficients entiers de la forme P(X) = X" +

Z:—:ol a; X" et toutes les racines de P sont racines de 1'unité, d’aprés P2, donc
de module 1 d’aprés P1, ainsi a = 1. Donc pour tout i € [1,n—1], |a;| < (?)

Finalement
n—1
n
card(A) < I:E (1 +2 (z)) :

Ainsi A est un ensemble fini.

7. On note B = {racines de P, P € A}. Tout polynéme P de A est de degré
n, donc a au plus n racines. Ainsi card(B) < n x card(A). L’ensemble B
est fini. Tous les éléments de B sont des racines de l'unité. Si A est une
racine de 'unité, on appelle ordre de A le plus petit entier k € N* tel que
A* = 1. On note b = ppcm{ordre de \,A € B}. On pose C = {d € N|3g €
GL,(Z) d’ordre d}. Soit d € C, alors il existe g € GL,(Z) d’ordre d. Pour
tout A € Sp(xy), l'ordre de A divise b. Donc g° = 1. Par conséquent d|b.
L’ensemble des diviseurs de b étant fini, on en déduit que C est fini.

2 Sous-groupes finis de GL,(Z)

1. (a) Comme g est diagonalisable d’aprés P2, il existe P € GL,(C) et D une
matrice diagonale telle que P~1gP = D. Alors P 1AP = #(P“lgP —
I,) = (D - I,,), qui est une matrice diagonale, donc A est diagonali-
sable sur C. Soit \ une valeur propre de A, et soit  un vecteur propre
associé & cette valeurs propre. Alors Az = Az, donc g(z) = (1 + m)z.

D’aprés P1 et P2, on a |1 + Am| = 1. Par I'inégalité triangulaire, on a
1=|1+m) >mlAl -1
m|A| <2

|,\]_<_—2—<1 car m 2 3.
m



(b) On diagonalise A, il existe PP € GL,(C) et Ay, h € € tels que

At 0
/1 = ” l) i‘
0 An

" 4 ' I i
Alors pour tout £ € N, on a A’ = Pdiag(A]..... AL)P~1. Ainsi
lim AY = 0. Or pour tout £ > 1, on a At € M,(Z). Et une syjre

N o ‘. B .
d’entiers qui converge vers zéro vaut zéro a partir d'un certain ragy

Par conséquent il existe k € N tel que A¥ = 0.

(c) A est nilpotente, elle a donc pour seule valeur propre zéro, et comme
en plus elle est diagonalisable, la matrice A est la matrice nulle. On ey
déduit que g = I,,.

2. (a) On note ¢ : G = M, (Z/mZ), g — [g] I'application de réduction mo-
dulo m des coefficients. ¢ réalise un morphisme du groupe (G, x) dans
(GLn(Z/mZ), x). Pour que ¢ soit injective, il suffit de montrer que
ker(p) = {I,}. Soit g € ker(g). Alors p(g) = [I.], ou encore [g—1I,,] = (.
c’est-a-dire que g — I, a tous ses coefficients divisibles par m. De plus
g € G et G est un groupe fini, donc l'ordre de g divise le cardinal de
G, en particulier g est d’ordre fini, d’aprés la question précédente, on
en déduit que g = I,,, donc ¢ est injective.

(b) Comme ¢ est injective, on a
card(G) < card(M,(Z/mZ)) = m" .
Ceci est vrai pour tout m > 3, en particulier pour m = 3, cela donne

card(G) < 37
3 Traces des éléments d’un p-sous-groupe de GL,(Z)

1. (a) Pourtout 1<k<¢—1,0na I’égalité suivante : (K) = ;L (E N 1)'

k -k \ k
=0 () =¢("1).

¢ est nombre premier et ¢ t € —k, donc par Gauss, ¢ (ﬁ)

Donc

(b) Comme z et y commutent, on peut appliquer la formule du binome.

4
E_ .t p 4 o3 '
(:r;+y) - -y =Z(k)xkyt—k_$l_y£=z<£)mk -k
k=0
k=1

»

D’apreés la question précédente, pour tout ] < k<t¢-1 (g) est un

multiple de ¢, donc pour tout 1 < k < g1 on a (8) ghyt=F € (R.
< ; B



Comme (R.,+) est un groupe, on en déduit que la somme est encore
dans £R. Finalement (z 4 y)¢ — (z° +y) € ¢R

2. On a
det(A + B) — det(A)

= Z e(o) (H(ak,a(k) + bko(k)) — (A1,001) - - -an,a(n)) '

cEG, k=1

Pour tout ¢ € G,,, on a

n

H(ak,a(’c) + bk, (k) = Z

n

Z @iy ,0(i) - - - a‘ik,a(ik)bj1,cr(j1) £ e bjn—k,a'(jn—k)’
1<i1<...<ix<n
1<i1<...<jn-k<n
{(7'1)"'31'16’jl)"'ajn—k)}={l$"'5n}

Par conséquent

n n—1

H(ak,d(k) + bk, o(k)) — (81,0(1) - - - On,o(n)) = Z

k=1 k=0
Z Qiy,0(i1) - - aik,a(ik)bjl,tf(jl) =S 6 bjn—k,U(jn—k)'

1<i1<... <t <N
1<j1<...<jn-k<n
{(ili"‘iik’jl7-'-)jn—k)}={l,...,n}

Comme tous les coefficients de B sont dans I est que I est un idéal, on en
déduit que chaque terme de la somme est dans I, et (I,+) est un groupe,
donc la somme est dans I. Finalement det(A 4 B) — det(4) € I.

3. Soit P(X) = i ax X*. On a en utilisant & chaque fois 1. (b) avec R = Z[X]
k=0
chaque ligne suivante est dans £Z[X],

(ao + ...+ aan)e - (CLO 4+ ...+ an—an_l)E - (aan)e
(@o + ...+ a1 X" ) = (a0 +...+ tn-2 X"t = (an_1 X" )"

(ao -+ a1X)e — aé — (alX)E.

On additionne les lignes une & une et cela donne

POt — Y ek (XH)" € ZIX],
k=0

. . e
Par le petit théoréme de Fermat, comme ¢ est premier, on obtient ap =

ar (mod £). Finalement
P(X)! — P(X*) € LZ[X].



4. (a) On applique la question 1 (b) avec R = M,(Z[X]). On a XI, ¢
M"(Z[/Y]) et A’! € MTI(Z) C Mn(z[xl) DC plllb’ Xln et A/[ Com-
mutent. Les hypothéses sont réunies, on a

(XTI, — M)t — (X1,)t = (-M)* € tMn(Z[X]).

Or ¢ est un nombre premier, si £ > 2, il est impair et (-1 = —1. s
€ =2, alors (—1)¢ =1 = —1 (mod 2). Dans tous les cas

(XI, — M)t — X I, + M" € M, (Z[X]).
Ou encore, il existe A € M, (Z[X]) tel que
(XI, — M)t — (X*I, — M*) = A

(b) On a

(xam (X)) = (det(X I, — M))"
= det((X 1, — M)")
= det((XI, — M)¢ — (X*I, — M%) + X*I, — M*)
= det(X*I, — M* +¢A).
l

On applique la question 2 avec I = ¢Z[X], cela donne (xam (X)) —
det(X*I, — M*) € £Z|X], ou encore

Oem (X)) — xare (XF) € £2]X).
(c) On sait que xp¢(X%) — xm(X)? € £Z[X], autrement dit
(Xt — e (MHXED 1) — (X" - Te(M)X™ L +..)¢ € £Z[X].
On utilise la question 3 pour obtenir
(X — Te(MH) XD ) — (X — Te(M) XD 4 ) e £Z[X).

En particulier, le coeflicient du terme en degré X4n—1) est dans ¢Z,
c’est-a-dire

—(Tr(M*) + Tx(M) € £Z < Tr(M?*) = Tr(M) (mod £).
5. On démontre par récurrence sur m € N*, que
¥m >1, Tr(¢*") = Tr(g) (modp).

Initialisation, pour m = 1, le résultat est vrai.
Hérédité. Soit m > 1, on suppose le résultat vrai au rang m. On applique 8
question 4 (c) avec £ =p et M = gP" cela donne

Tr((g*" )"

m+1
Tr(g”

Tr(¢"") (mod p)

)=
) =Tr(g ) (modp) par hypotheése de récurrence.

I



7.

D'on le résultat au rang m + 1. Conclusion. par le principe de récurrence,
.}c" nssgylt»a\t'yﬁt vrai pour tout m € N*. En particulier pour m =~ r, on »
I\(!I" ) = Tr(g) (mod p). L'ordre d'un élément divise 'ordre du groupe, done
g" = I,. Finalement, Tr(g) = Ty(J, ) (mod p), ou encore

Tr(g) = n (mod p).

Qn note {A;...., An} le spectre de g, comptées avec leur multiplicité. On sait
d’aprés P1 et P2 que pour tout 7 € [1,n],|\,] = 1. Comme Tr(g) = 3.7, A..
on en déduit que —n < Tr(g) < n. Le spectre de g’ est {(’Ax}’ ..... (Xa)")

Ces \’alvllrﬁ(propros sont toutes également de module 1, donc on a aussi
-n ’S Tr(g") < n. De plus d’aprés la question 4 (c¢) avec M = g. on a
Tr(g") = Tr(g) (mod £), ou encore £|(Tr(g’) — Tr(g)). On résume
-n < Tr(g) <n
-n < Tr(g") <n
—2n < Tr(g") - Tr(g) < 2n
—€<Tr(¢") = Tr(g) <€ et £|(Tr(g") - Tr(g)).

Donc Tx(g%) = Tr(g).
(a) Pour alléger les notations, on pose

a= H 3

£ premier
{<2n
£ ne divise pas k

Soit ¢ un facteur premier de m. Raisonnons par I'absurde en supposant

que g est inférieur ou égal a 2n.

Premier cas : ¢ divise k. Alors ¢ divise m — k = p"a. Or ¢ divise k qui
n’est pas divisible par p, donc g # p, par Gauss, ¢ ne divise pas a, ainsi,
encore par Gauss ¢ ne divise pas p"a, c’est absurde.

Deuxiéme cas : ¢ ne divise pas k, alors g divise a, donc ¢ divise p"a,
par conséquent g divise m — p"a = k, c’est encore absurde.
Finalement, tous les facteurs premiers de m sont strictement supérieurs

a2n.
(b) On décompose m en facteurs premiers, m = q; ...gs. D’aprés la ques-
tion précédente, tous les facteurs sont strictement supérieurs a 2n. On

applique la question 6 et on obtient

Tr(g™) = Tr((g%%*)%) = Tr(g" %) = ... = Tr(g).

Alors
Tx(g™) = Tr(g)
Tr(g**"®) = Tr(g)
Tr(g*(¢"")*) = Tx(g)
Tr(g*I,) = Tr(g)
Tr(g*) = Tx(g).



8. (a) On proceéde par double inclusion. Soit k € Jr. On effectue la divigj,,
euclidienne de k par p. Il existe s € Net 0 <t < p—1tels que k = pg 4
Si t = 0, alors p divise k et ce n’est pas possible, donc 1 <t < _ II

De plus
ps+t<p —1
ps<p —1-t
ps<p’
S<p'r—1
s<p ' -1

Ainsi k € Upgscpr-1—1{ps +t telsque1 <t < p— 1}.
Inversement, soit k € Up<s<pr-1—1{ps +ttelsquel <t < p—1} 1l
existe s € [0,p" "1 — 1] et 1 <t < p — 1 tels que k = ps +t. Si p divise

k, alors p divise k — ps = t, c’est impossible, donc p { k. De plus

0<s<p'-1
0<sp<p —p
1<sp+t<p " —p+p—1

1<k<p -1
Donc k € J,.
(b) En utilisant la question précédente, on a
pT -1 p—1
ooy Yo
JEJI, s=0 t=1
Premier cas, { = 1, alors
p'r'—l_l p—l
DI E RIS D K i k)
JE€Jr s=0 t=1

Deuxiéme cas, ¢ est d’ordre p, alors

| pr1-1p—1
2.0=2 ¢
JEJr s=0 t=1
p—1
- p'r—l (th _ 1)
t=0




i 3 \. al -]
Iroisiéme cas, ¢ # 1 et ¢ n'est pas d’ordre p, alors

P -1 p=1
To-x ye
JEJr s=0 t=1

Il
3
3
ME
—
Iy
B
@
N
9
(]
T
SN—

9. D’aprés la question 7, on a pour tout k£ € J., Tr(g*¥) = Tr(g). De plus
card(J,) = p"~*(p—1). On note {A1,..., A, } les valeurs propres de g, comp-

tées avec multiplicité. On rappelle que pour tout ¢ € [[l,n]],/\fr = 1. En
appliquant la question 8, on obtient

Y " Tr(g*) = card(J;)Tx(g)

keJ,
card(J,)Tr(g) = ZZ)\J
i=1j5€J,
P p—1)Tr(g) =nop" H(p—1) +ma(—p" )
Tr(g) = no — ——
g no p— 1

10. D’apreés la question 5, on sait que Tr(g) = n (mod p), donc il existe v € Z tel
que Tr(g) = n —pv. On a —n < Tr(g) < n comme on I'a vu dans la question
6, ainsi n — pv < n, donc v > 0. D’autre part, en utilisant la question 9, on
a Tr(g) = no — 5%, donc Tr(g) > — ;2. Ainsi

S __M
R—pU2 =Ty
W
pU n( +p—1
” n
v < |——=] car v est un entier



4 Cardinaux des p-sous-groupes de ;/L,(7)

1. (a) On commence par montrer que f est un projecteur. On ealeyle

T mm((, 2 Z D9k

€G hels

Pour g € G fixé, 'application G — G.h ~ gh est bijective, par cope

quent Y gh= Y h (»). Donc
heG heG

/"= (card((‘ 22 Zh

g€C AEG
T
(card(G))?

=1

Donc f est un projecteur.

Montrons maintenant que Im(f) = {z € C"|¥g € G,g9(x) = z}. On
procéde par double inclusion. Soxt r € {z € C"|Vg € G,g(z) = z}.
alors

x card(G)Zh

heG

1
Zx = card(0) x card(G)z = r.

fla card Z e card(G)

Soit € Im(f), alors f(z) = z, soit g € G, on a

o(z) = /(@) = g (CMQ(G) th)
heG
1
B card(G) (’ggh) (z)

1
= ard(0) (hezch) () d’aprés (*)
= f(z) ==.
f est bien un projecteur sur {z € C"|Vg € G, g(z) = z}.

(b) Comme f est un projecteur, on a rg(f) = Tr(f). Alors
'8(f) = arrey Lgec Tr(g), done

Y _Tx(g) = card(G) x rg(f).

g€eG

Donc ZG'I\‘ g) est un entier divisible par card(G).
9€

2. (i) En calculant la trace par blocs, on obtient

Tr(g®h) = Z"ﬂ(gkkh) ngm(h) ’I‘r(h)ngk”—'Tr(h)TY(g)-
k=1 k=1



(i)

(i)

Pour tout 4,5 € [1,n], on a, en tant que bloc :

(9 ® h)(g & h' Zgz ghg“h = (Zgz 29y J) hh' = [gg ]z th’
=1 (=1
= [gg' ® hh']; ;.

Donc (g®h)(¢' ® ') = gg' ® hh'.
D’aprés la question précédente, on a (g ® h)(g"! @ h™1) = (997 ") ®
(hh1)=1I,®I;. Or
Iy 0
In ® Ik — " ’ = Inpk-
0 Iy,
Par conséquent g ® h est inversible et son inverse est g tehn

Supposons que ¢~ 1({#'}) ne soit pas vide. Alors il existe v € T’ tel
que ¢(7y) = +'. Montrons que ¢~ '({7'}) = vH. On procéde par double

inclusion. Soit z € yH, il existe h € H tel que x = yh, alors
o(z) = p(vh) = p(Vp(h) =7 =7

Donc z € ¢~ ({7'}). On a démontré que vH C ¢~ '({7'}). Inverse-
ment, soit = € ¢~ 1({y'}), alors p(z) = v = ¢(7), ainsi ¢(y"'z) =
(o(7))"1p(z) = €, donc y~'z € H, ou encore z € yH. Finalement, si

0 1({7'}) est non vide il est de la forme yH.

Les groupes étant finis, il existe 71, . .., €TV deux & deux distincts,

tels que p(I') = {7{,...,7:}- On a l'union disjointe I' = U P 1{+}).

D’aprés la question précédente, pour tout i, il existe 'y, e I’ tel que
o 7 ¢ PN i e gy ?
o 1({~!}) = viH. De plus pour tout ¢, ’application t; : H — v;H, h —
~v;h est bijective. Donc
card(¢ ™' ({7/})) = card(y; H) = card(H).

Finalement

card(l") = anrd '({7i}) = s x card(H) = card(p(I'))card(H).

Montrons par récurrence sur s que @, est un morphisme de groupes.
Initialisation, pour s = 1,5 est I’identité, donc un morphisme de

groupe.
Hérédité. Soit s > 1. On suppose le résultat vrai au rang s. Soient g et

h € GL,(C), on a
(gh)*Y) = (gh)®) @ (gh) = ps(gh) ® (gh)
= @.(9)ps(h) ® (gh) par hypothése de récurrence

= (ps(9) ® 9)(ps(h) ® h) d’aprés la question 2) (ii)
— (¢ ® ) (A @ ) = g+VREH
= s11(9)Ps+1(h)-

ps+1(gh) =



Donc ¢,41 est un morphisme de groupes, le résultat est vrai au rang
s+ 1. Conclusion, par le principe de récurrence, pour tout s > 1, ¢, est
un morphisme de groupes.

On considére 'application 4 : G — GL,s(C). Comme G est up
groupe fini, ¢, (@G) est un sous-groupe fini de GLns (C). I existe g1, ... ¢/
des éléments de ,(G) tels que ¢5(G) = {g1,-- -, 9:}- D’aprés 3.a) pour
tout i € [1,t], il existe g; € G tel que ¢~ ({9;}) = giker(ps N G).
On pose G; = g; ker(ps N G), on a démontré en 3.b) que card(G;) =
card(ker(ps N G)). Avec ces notations, on a l'union disjointe suivante,

G = LS G;. De plus d’aprés 2. (i) et une récurrence immédiate, on a
t=1

Tr(g)® = Tr(g‘®)). Ainsi

Y Tr(g) =) Tr(g™)

gEG geG
=33 Trlpalo))
i=1g€qG;
e Z Z Tr(g)) = anrd(Gi)Tr(QD
i=1g€eG;, i=1
= card(G N C,OS)ZTT(QD

=1
= card(G N ;) Z Tr(g').
9'€ps(G)

(b) D’aprés 1.b), > Tr(g’) est divisible par card(ps(G)), donc il existe
9'€ps(G)
AeZ, telque > Tr(g') = card(es(G)) x A, alors
9'€ps(G)

ZTr(g)s = card(G N ker p,) X card(ps(G)) x A
[S€

= card(ker(y,g)) x card(ps(G)) x A
= card(G) x A d’aprés 3.b)

Donc ) Tr(g)® est divisible par card(G).
geG
(a) SiTr(g) # n, d’aprés I11.10 on sait qu’il existe v € [1, a] tel que Tr(g)
n — pv = 7y. Donc Tr(g) est une racine de P. Si Tr(g) = n, montron

que g = I,. En effet, si ’on note {A1,...,2n} les valeurs propres de 9,
alors on a

—
—

Mt A =Tr(g) =n=|Ay|+...+ M|

On a une .égalité dans l'inégalité triangulaire, les coefficients sont don¢
tous positivement liés. Il existe t2,...,t, strictement positifs tels que
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pour tout i € [2,n],Ai = t;A, donc |A;| = ti|A1], ou encore t; = 1.
Finalement Tr(g) = nA, = n, donc Sp(g) = {1}, g est diagonalisable
avec pour seule valeur propre 1, donc g = I,,. Alors

Y " P(Tx(g)) = P(Tx(I,)) = P(n).

9€G

D’autre part si on écrit P(X) = Zi:o ar X*, alors
d
9)) = > ax(Tr(g)*
k=0
d
Y P(Tr(g)) =aoy 1+ axy_(Tr(g))*

geG g€eG k=1 g€G

P(X) € Z[X], donc ap € Z et ap Y, 1 = agcard(G) est donc divisible
geG
par card(G). D’aprés la question 4.b), on sait aussi que pour tout k €

[1,d],card(G) divise Y (Tx(g))*, les aj étant tous des entiers, on en
geG

déduit que card(G) divise > P(Tr(g)) = P(n).
g€eaG

(b) Comme card(G) = p”, on en déduit que v,(p") < vp(P(n)). Or P(n) =
H15jga(n — (n —pj)) = p*a!. Donc

r = up(p") < vp(P(n)) = vp(p*al) = a +vp(al).

(a) D’aprés la question P3 (b), on a

pnlJ

(b) Par conséquent

card(G) =p" < p(p—T)2 = (p(P—l)! )n

Il ne reste plus qu’a démontrer que p®-b% < 4. Ou encore que

;F—% In(p) < In(4). On pose pour tout z > 2, f(z) = (Tf_ﬂf In(z). On

; —z—1 1 1
flz) = (——i)_gln(m) 23 z-12 (z-1)3 (z —1-(z +1)In(z))



On pose g(z) =z —1— (z + 1)In(z), on a ¢'(z) = —In(z) — L. 14
fonction g est décroissante, et g(2) = 1—31n(2) < 0, donc g est négative
sur [2, 400, par conséquent f'(z) est négative également, donc f est
décroissante sur [2,400[. On a f(2) =2In(2) = In(4), ainsi

Vz > 2, 5 In(z) < In(4).

z
(z—1)
Donc pour tout nombre premier p on a p®-17 < 4, finalement

card(G) < 4".



