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Exercice 1. Soient un nombre complexe a et la matrice M =
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1. Calculer le polynéme caractéristique xas(X) de la matrice M.

2. On suppose que a = 0. La matrice M est-elle diagonalisable ?

1
3. On suppose que a = 5 La matrice M est-elle diagonalisable ?

27 R S . .
4. On suppose que a = R Montrer que le polynéme xa(X) et sa dérivée x;,(X) posseédent une racine

commune. La matrice M est-elle diagonalisable ?

5. Pour quelles valeurs de a € C la matrice M est-elle diagonalisable ?

X 0 —a
L. xy(X)=|-1 X 0|=X3-aX—a.
-1 -1 X

2. Sia=0alors xp(X) = X3, d’ot1 0 est unique valeur propre de M. Si M est diagonalisable, alors il existe P telle que
P~1MP = 0. C’est absurde car M # 0. Donc M n’est pas diagonalisable.

. 1 N
3. Sia= 3 alors x 7 (X) = X3 — %X— % =(X-D)(X2+ X+ %) D’out Sp(M) = {1;—%—%

possede 3 valeurs propres distinctes deux & deux, donc M est diagonalisable.

i, 1@ i
5i—3 2}, La matrice M

27 3
4. La dérivée du polynéme xps(X) est le polynéme x/,(X) = 3X2 —a.Sia= R alors ) est une racine de Pps(X) et de

3
X (X), dou 5 est une racine au moins double de xas(X).

Le polynome caractéristique posséde donc deux racines : une racine simple égale & 3 et une racine double égale & 5

Dot dim SEP(3) =1 et 1 < dim SEP(fg) < 2. Donc M est diagonalisable si, et seulement si, dim SE'P(fg) =2.0r

T 3 (* T —-9/2
M-y =3 y| &= |y| == 3
z z z 1

D’ou dim SEP(—%) = 1. Donc M n’est pas diagonalisable.

3

5. Si le polynéme caractéristique x a7 (X) posséde une racine z double, alors xas(2) = 23 —az—a =0et Xh(2) = 322—a=0.

Dota=0o0uz= 7% (car 0 = 3xns(2) — 2x)y (2) = —2az — 3a).

Sia =0, alors M n’est pas diagonalisable (question 2).

Siz= fg, alors a = 2{, d’olt M n’est pas diagonalisable (question 4).

Sinon, les racines du polyndome caractéristique sont simples, d’ou il existe 3 valeurs propres distinctes deux a deux, donc
M est diagonalisable.

Donc la matrice M est diagonalisable si, et seulement si, a € C\ {0; %} .



Exercice 2 (Oral Mines Ponts PSI 2014). On note E ’espace vectoriel R, [X], ou n € N*. Soit un polynéme
A(X) € E tel que le réel a = fol A(t) dt est non nul. Déterminer un polynéme annulateur de I’endomorphisme

w: E— B, P(X)— A(X) / 1 P(t)dt — P(X) / 1A(t) dt.
0 0

L’endomorphisme wu est-il diagonalisable ? Quels sont les éléments propres de u (c’est-a-dire ses valeurs propres
et ses sous-espaces propres) ?

Posons le réel a = f01 A et la forme linéaire p: P — fol P. Alors u(P) = p(P)A—aP et u?(P) = —au(P), donc X2+aX = X(X +a)
est un polynoéme annulateur de u, scindé et & racines simples (car le réel a est non nul par hypothese), donc ’endomorphisme u
est diagonalisable et

Sp(u) C {0, —a}

car le spectre est inclus dans I’ensemble des racines. De plus

u(P) =0 <= P € Vect(A), donc Keru = Vect(A)

1
u(P) = —aP <= ¢(P) =0, donc Ker(u—+aid)=Ker(p)= {P €E, / P = O} .
0

On a ainsi déterminé les deux sous-espaces propres de u et donc prouvé ’égalité

Sp(u) = {0, —a}.

Exercice 3. Soient n € N*, K=R ou C, 4 € M,,(K) et 0,, la matrice nulle de M,,(K).

1.

2.

E)Z 0 > est diagonalisable si, et seulement si, la matrice A I'est.
n

I I") est semblable & <0" I )

Montrer que la matrice B = <

A A 0, A+1I,
(b) Mountrer que, si C' est diagonalisable, alors A est.

(a) Montrer que la matrice C = (

(¢) On suppose A diagonalisable. Montrer que C' est diagonalisable si, et seulement si, —1 ¢ Sp(A).

1.

2.

A On
0, —A

In In

La matrice P = ( I, —I,

) est inversible (son inverse est %P) et P71BP = ( ) = B’ est donc semblable & B.

Si A est diagonalisable, alors il existe Q € GLy,(K) telle que Q *AQ = D est diagonale. La matrice R = (OQ (g) est
n

alors inversible (son inverse est (QO Cgﬁ 1)) et R-1B'R = (0 OD") est diagonale, ce qui prouve que la matrice B
n n

est diagonalisable.

Si B est diagonalisable, alors il en est de méme de B’. Il existe donc un polynéme II annulateur de B’ et scindé & racines

simples. Or II(B’) = HéA) H(OnA)), d’ott II(A) = 0y, d’ott le polynéme II est annulateur de A et est scindé & racines
n _
simples, donc A est diagonalisable.
(a) La matrice P = In o On est inversible (son inverse est In - On Yet PT1OP = Or In = (' est donc
T\ I, I, Iy T \0, A+4+1I,)

semblable & C.
(b) S la matrice C est diagonalisable, alors elle posséde un polynoéme annulateur II scindé & racines simples. Or

¢’y = On * . D’ou II(A + I,) = On. Le polynéme II est ainsi annulateur de A + I, et est scindé a
On  T(A+1n)
racines simples, d’ou A + I, est diagonalisable, donc A D’est aussi.

(c) Tl existe @ € GL,(K) telle que Q 1AQ = D est diagonale car A est supposée diagonalisable. La matrice
R= <(€Z %;) est alors inversible (son inverse est (é: Qofl)) et RTIC'R = <8Z D _: I,
caractéristique de C est donc xc(X) = X" xp+1,, (X) et, par suite, Sp(C) = {0} USp(D + I,).
Si —1 € Sp(A), alors 0 € Sp(D + I), d’ou la multiplicité mg de la racine 0 dans la polynéme caractéristique
xc (X) est supérieure & n + 1. Or la dimension du sous-espace propre Eg(C) est égale & n car rg(C) = n. Dol
mg > dim Eo(C), donc C n’est pas diagonalisable.

Si —1 ¢ Sp(A), alors 0 ¢ Sp(D + I,), d’out dim Eo(C') + Z E,(C) = n, donc C est diagonalisable.
A#£0

) . Le polynéme



