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Exercice 1. Soit une constante k € R. Soit, pour chaque n € N*, la fonction

nx

fr ¢ [0, +00[—= R, x> n*re”

1. Montrer que la suite de fonctions (f,) converge simplement : vers quelle fonction f?
2. Pour quelles valeurs du réel k la convergence est-elle uniforme sur Ry 7

3. Soit a > 0. Pour quelles valeurs du réel k la convergence est-elle uniforme sur [a, +00[?

1. Soit x € Ry :
— siz =0, alors f,(0) =0 tend vers 0 quand n tend vers co;
— siz >0, alors fn(z) = nk

D’oli la suite de fonctions (fr) converge simplement vers la fonction nulle f : [0,40c0[— R, z — 0.

re~ "™ tend vers 0 quand n tend vers oo par croissances comparées.

2. Chaque fonction f,, est dérivable et f/(z) = n¥(1 — nz)e="*, d’olt le tableau des variations :

T 0 1/n
fa(@) + 0 -
nkil/e
fn(2) / pN
0 0
nk—1

On en déduit que sup |fn(z) — f(x)| =
zER e

Donc la convergence est uniforme sur R si, et seulement si, k < 1.

tend vers O si, et seulement si, k£ < 1.

3. Soit a > 0. Chaque fonction f;, est décroissante sur [%, +oo[. Or, a partir d’un certain rang : a > %, d’ou la fonction

fn est décroissante sur [a,+oo, dott  sup |fn(z) — f(z)| = fu(a) = n*Fae™™? tend vers 0, donc la convergence est
z€la,+oo|
uniforme sur [a, +00[, quelle que soit la valeur de la constante k.

. Montrer que la suite de
14+ nx

fonctions (f,) converge simplement vers une limite f et déterminer cette limite. Montrer que la convergence
n’est pas uniforme sur Ry . Ni sur R% . Mais qu’elle I'est sur tout intervalle de la forme [a, +oo[, olt a > 0.

Exercice 2. Soit, pour chaque n € N*| la fonction f, : [0, +o0[— R, © —

Siz =0, alors f,(0) =0 — 0.Siz >0, alors fn(z) — 1. D’ol la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la
n— oo n— oo

Osiz=0
lsiz>0
alors que les fonctions f,, le sont.

fonction f : Ry = R, z+— { . La convergence n’est pas uniforme sur R4 car la fonction f n’est pas continue sur R4

Autre méthode : Pour chaque n € N*, soit un = % fn(un) — flun)| = % ne tend pas vers 0 quand n tend vers I'infini. D’out

sup |fn(z) — f(x)| ne tend pas non plus vers zéro. Donc la convergence de la suite (fy) n’est pas uniforme sur R4. Ni sur
z€[0,+00
R* car, pour chaque n € N*, up € RY.

Soit @ > 0. Pour tousn € N* etz > a,0 < |1 — fn(z)| = ﬁ < Tlnaquiestunmajorant.D’oﬁ()ﬁ sup |f(z) — fa(x)] <
z€[a,+oo

car le sup est le plus petit majotant. Or % — 0. Dot sup |f(z) — fn(z)] —> 0 d’apres le théoreme des
1+ na tna noo @€[a,+oo] n— oo

gendarmes. Donc la suite de fonctions (f) converge uniformément sur [a, +oo].



Exercice 3. Soit, pour chaque n € N*, la fonction f,, définie sur R par

2"x

I = T

. Etudier la convergence simple sur R de cette suite de fonctions.

1
. Calculer I, :/ fa(t)dt et étudier lim I,,.
0 n—-4o0o

La suite (f,) converge-t-elle uniformément sur [0, 1] ?

4. Soit a > 0. Montrer que la suite (f,,) converge uniformément sur [a, +00[.

Exercice 4. Soit la suite des réels u,, =
1.
2.
3.

2n 1
. Soit z € [0,1]. Si x = 0, alors fp(z) =0. Si z # 0, alors fn(z) ~ =¥ = 5 0. Donc la suite (fn) converge
n—o0o n2n g2 nr n—oo
simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle f : [0,1] = R, z — 0.
_ /1 A S G 2" dy
"o 1+n2nt2 T 2n )y 14+n272 0 2n )y 14w

1
aprés le CDV u = n2"t? (du = 2n2"tdt). La fonction ¢ — n2"t? est bien de classe C'. D’ou I,, = o
n

In(1 4 w)]p2".

1 1
Donc I,, = In(1+n2")  W@2") +In(l+ ) nln2+hn+In(d+ 5w) _, 2

! In2
Par I’absurde : si (fn) converge uniformément vers 0 (la fonction nulle), alors ILm / fn(t)dt = HT est égal a
n o0
0
1
/ le fn(t)dt = 0. C’est absurde. Donc la convergence n’est pas uniforme.
0 n o0

. 1 1 1y _ 2" ‘
AUTRE METHODE — Pour tout n € N*, L € [0,1] et |fn (2) — f ()] = et 7., 1 ne tend pas vers zéro quand n

tend vers co. Or sup|fn — f| > !fn (%) —f (%)|, d’out sup|fn — f| ne tend pas vers zéro quand n tend vers co. Donc la
0,1 1

s ’

convergence de fy vers f n’est pas uniforme sur [0, 1].
2"z ‘ 2"y 1 1

Pour tout « € [a, oo, |f(x) ~ F@)] = | 1oy ~ <—<—,

~ n2"x2 T nx T na

1

dot 0<  sup |fn(z) — f(z)] < —, donc la suite (fy,) converge uniformément sur [a, +oo[ vers 0 (la fonction nulle).
z€[a,+oo] na

w/4

o tan”(z)dw.

Etudier les variations de la suite (u,). En déduire qu’elle converge.

Déterminer une relation entre wu,—1 et u,+1. En déduire la limite de (uy,).

Retrouver ces résultats en utilisant le théoréeme de la convergence dominée.

. Pour tout z € [0, £], 0 < tanz < 1, d’on 0 < tan™ ! 2 < tan™ z.

Dot (croissance de intégrale) : 0 < foﬂ/‘l tan™t! zdz < f0"/4 tan™ x dz. D’olt la suite (uy) est décroissante. Et minorée
par 0. Donc la suite (un) est convergente.

C Up—1 + Unt1 = foﬁ/4 tan” "1z . (1+tan?z) dz. Or 1+ tan? z = tan’ z.

tan"(m)} /4 _ 1

/4
D’olt up—1 + Upt+1 = / tan"fl(x) -tan’(z)dx = |:
0 n

0 n’
Notons ¢ la limite de u, (on sait que cette limite existe et est réelle car la suite (uy) converge). L’égalité up—1 +unt1 = %
passe a la limite et devient : £ + ¢ = 0. Donc lim u,, = 0.

. On utilise le théoréme de la convergence dominée :

* Chaque fonction f : [0, %] — R,z + tan™(z) est continue par morceaux (et méme continue).
Osix#mn/4

i , continue par morceaux.
lsiz=m/4

** f, converge simplement sur [O, %] vers la fonction f : [0, %] — R, z— {



/4
¥ Ve € [0,7/4], |fn(z)] <1 (fonction indépendante de n) et I'intégrale / 1dz converge.
0

/4 /4
D’ofl/ fn(z)dz — f(z)dx = 0. Donc up, — 0.
0 n— 00

n—o0 0

Exercice 5 (convergence dominée).

1. Montrer que, pour chaque n € N,
+oo d
x
V. = —
! /o "+ e

1
™ +e*

est une intégrale convergente.

2. Montrer que la suite des fonctions f,, : [0,4+oco[— R, z +—
f continue par morceaux.

converge simplement vers une fonction

0.8
0.6
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0.2

1

FIGURE 1 — LA LIMITE f DE LA SUITE DES FONCTIONS f, : [0,400[—,R, z — e
€T e

3. Montrer que la suite (v,) est une suite convergente et calculer sa limite.

1. Soit, pour chaque n € N, la fonction f, : [0, +oo[—,R, +— ————.
™ +e”

1 too toe
Vz € [0, 400, |fn(z)] < — et Iintégrale / e~ % dz converge, d’ou l'intégrale impropre vy, = / fn(x) dx converge.
e 0 0

e Tsizel0,1]

2. Soit z € [0, +o0] : fn(z) — siz=1 . Donc la suite de fonctions f, converge simplement sur [0, +oo[ vers la

n— oo 1+e

Osiz>1

fonction
six=1let0siz>1

f: [0,40[=R, z—e *sizel0l]
1+e

représentée sur la figure 1.
3. On utilise le théoréme de la convergence dominée :
* Chaque fonction f, est continue par morceaux.
** fy converge simplement sur [0, +oco] vers la fonction f, continue par morceaux.

1 too

¥RV € [0, +oo], |fn(x)] < — (qui ne dépend pas de n) et I'intégrale impropre / e~ % dx converge.
€ 0

400 +oo 1 1 1

D’ofl/ fn(x)de — f(a:)dx:/ e ®der=1-—-.Doncv, — 1——.

0 n—oo Jo 0 e n— oo e

+o0o
Exercice 6. 1. La fonction z — I'(z) = / e """ dt est appelée la fonction Gamma d’Euler.
0

Montrer que le réel I'(z) est défini si, et seulement si, « > 0.



(1—L)" ==t si ¢ €]o,n]
O0si t>n
Montrer que la suite de fonctions (f,,) converge simplement sur |0, +o0o[ : vers quelle fonction f?

t n
> t*~1 dt converge pour chaque n € N* et que

2. Soit, pour chaque n € N*| f,,(t) =

n
3. Soit z > 0. Montrer que l'intégrale I, (z) = / (1 —
0 n

I,(x) = '(z).

1
4. Soit x > 0. Montrer que, pour chaque n € N, 'intégrale J,, () = / (1 —t)"t"~! dt converge et que
0

n+1
Jn+1($) =

Jn(z +1).

En déduire une expression de J,(x) pour chaque n € N et tout x > 0.

5. Soit & > 0. Montrer que I,,(z) = n* J,(x) pour tout n € N* et en déduire I'identité d’Euler :
nln®

F<x>:7}i—>néo z(z+1)...(x+n)

1. Le réel I'(x) est défini ssi I'intégrale I'(x) converge. Or cette intégrale est impropre en 0 et en 400, donc elle converge si,
et seulement si, les deux intégrales I'1 () = f07 et 1 dt et Ta(z) = f7+°° et~ 1 dt convergent.

D’une part, e~ tt*—1 ~, t*—1 qui ne change pas de signe. Or I'intégrale f07 tl%z dt converge ssi 1 —x < 1. D’ou 'intégrale
t—0
T'i(z) converge ssi x > 0.

D’autre part, e~ {421 = e=t/2¢~t/2pz =1 = 0 (e=t/2) et e~*/2 ne change pas de signe. Or l'intégrale f7+°° e t/2dt
—4o0

converge. D’oti I'intégrale I'2(x) converge pour tout réel x.
Donc le réel I'(z) est défini ssi = > 0.
2. Soit x > 0.
Soit ¢ €]0, +oo[ : & partir d’un certain rang n, ce réel t appartient |0, n[. Alors fn(t) = (1 — %)n =1 d’ou fn(t) —

n— oo
e~ tt=1 car (1 — %)n =e" In(1-) et nln (1 — %) =n (—% + 9 (%)) —)H —t.
n oo n oo

Donc la suite de fonctions (f) CVS sur ]0, +oo] vers la fonction f : t s e~ !¢~ 1,

3. Soit > 0. L’intégrale I, (z) est impropre en 0. De méme que I'1(z), elle converge car (1 — %)n el ~, el
t—0

Puis on utilise le théoreme de la convergence dominée :
* Chaque fonction f, est continue par morceaux.
** D’apres la question 2, f, converge simplement sur |0, +o00| vers la fonction f, continue par morceaux.
+oo
kvt €10, +00f, |fn(t)| < e tt* "1 (qui ne dépend pas de n) et I'intégrale impropre / e t® 1 dt converge d’apres la
0

question 1.
—+oo “+ oo
D'ou In(z) = / fn®)dt — / f@®)dt =T (x).
0 n—oo 0
4. Soit > 0. L’intégrale Jy, (z) converge pour la méme raison que I (z).

c s . . ol -1 _ |t 1
On intégre par parties. Soit a €]0,1] : /(1 —t)"t*~! dt = [;(1 —t)nt ]

z 1
et t — (1 —¢)"*! sont de classe C'. Or [t—(l - t)”'H] — 0.
x a a—0t

1 :
+ "T'H fal(l — t)"™t% dt car les fonctions t — %

a

Donc Jy41(z) = "THJH(:L" +1).
nn—1 1 n!

Enfin, ; , EN: Jp(z) = —— - .
nfin, par récurrence, sur n n(x) P o(z+n) @t ) Grn—DaEtn

n

1
5. Soit > 0. En posant le CDV u = £, qui est C! et strictement monotone : I, (x) = / (1 —w)"n®u® tdu = n®J,(z). On
0

en déduit I'identité d’Euler en utilisant les questions 3 et 4.

+oo
Exercice 7. Soit une fonction f: R, — R, continue telle que l'intégrale généralisée / f(t) dt converge.
0



1. La fonction f a-t-elle nécessairement une limite en 400 ?
2. Montrer que, si la limite existe, alors elle est nécessairement nulle.

3. Montrer que, si f est uniformément continue, alors lirf f(x)=0.
Tr—r+00

1. Voir un contre-exemple sur la figure.

N F-————mmmm— e ———

1 2 n
1-1 1+1 n—5ix n+ gz

FIGURE 2 — Pas de divergence grossiere pour les intégrales généralisées

2. Raisonnons par I’absurde et montrons que si la limite est non nulle, I’intégrale ne peut pas converger absolument.
PREMIER CAS : si la limite est finie. Soit ¢ # 0 la limite de f. Il existe zg € R4 tel que :

Vz > x0, f(z)>

N s

On en déduit que :
z L L
> - = — —
/zo f(z)dx _/ 2da: 2(:1: x0) . ~>+ +o00

T
z0
et donc 'intégrale ne peut pas converger.
SECOND CAS : si la limite vaut £oo. Il existe zg € R4 tel que :
VY > zo, f(z)>17.

Et on conclut comme dans le premier cas.

3. Une nouvelle fois, raisonnons par ’absurde. Supposons que f(z) ne tend pas vers 0 et que f est uniformément continue.
Montrons que 'intégrale diverge. La fonction ne tend pas vers 0 , d’olt : il existe un réel € > 0 et il existe une suite (zn)nen
de réels positifs telle que x,, — +oo et

n— oo

VneN, f(zn)>e

Par la continuité uniforme, pour cet epsilon :

50> 0¥z €Ry, [zn o] < 5 > /@)~ f@a)l <5 (dou |f(@)] > 3)

On peut ensuite extraire de la suite (z,) une sous-suite (un)nen telle que :
VHEN*, Up > Up—1 + Q.

Finalement :

n— oo

Untg €
Vn € N*,/ f(x)dx > no —  +o0.
0

L’intégrale ne peut donc pas converger.



