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CORRIGE DU D.S. N° 3 DE MATHEMATIQUES

EXERCICE
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1. L’intégrale I est impropre en +00. Or — = ——— ~ — qui ne change pas de signe et / e tdt
cht e +e ! tstoo el 0

converge. Donc 'intégrale I converge.
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L’intégrale J est impropre en 0 et en +oo : elle converge si, et seulement si, les intégrales K = i dt
S
o0 t 0
et L = / — dt convergent.
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L’intégrale K est impropre en 0. Or — = = — 1,

sht ol —e (IT+t+te(t) — (L—t+te(t) 14e(t) t—0
d’ou l'intégrale K est faussement impropre, donc elle converge.
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L’intégrale L est impropre en +00. Or — =

t
Shi o —of ttee of qui ne change pas de signe. Or 'intégrale

+oo

t

/ — dt converge car — = te=t/2.e7t/2 = o (e7'/?) et e7¥/? ne change pas de signe et I'intégrale
1 e e’ t——+o00

+oo
/ e U2t converge. D’ou l'intégrale L converge.
1

Donc l'intégrale J converge.
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2. On pose le changement de variable u = e? qui est de classe C! : — = =2 et du = udt,
P & v d cht et +et u? +1

donc F(z) = 2f1 2+1 = [2arctan(u )]11 = 2arctan(e”) — 7.
™
3. I= 1 F = —.

4. La fonction F est impaire. Et elle est dérivable car c’est une primitive de la fonction continue ¢ — Ch
La fonction F est strictement croissante car, pour tout © € R, F'(z) = Chz > 0.

-

Enfin, lim F(z)=2x T _T_T et lim F(;L‘)zfz.
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Voir la figure 1
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5. On sait que Z 26 Or Z = Z (2p)2 +Z 1) en sommant par paquets (c’est possible
k=1 k=1 p=1 p=0
> 172 > 7r2

car la série converge absolument). D’olt Z s =5~ Z . Donc Z —.
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FIGURE 1
6. , on integre par partie : Jx = [t] / —_— dt
7% —kx i _ —kx i —kx
3¢ + k2(1 e ") oo 2 ST T 0.
t 2te~t 1 — e (nd2)t -
7. Pour tout ¢t > 0, i I_om et e T [)Z:Oe_zpt (car c’est une somme géométrique de
n
raison e~2! différente de 1), donc J = 2 Z Jopy1 + Ry.
p=0
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8. Rn:/ ot 1° @Dt gt Or e® > 1+ 2 pour tout z € R, d’olt €2 — 1 > 2¢.
0 €

+oo 1
Donc R,, < / e~ (2ntDt gy — .
0 2+ 1

9. J —2) Japi1 = Ry et Ry — 0, dolt J =2 Jopy — 0, doit 2y Jypen —> J, done

p=0 p=0 p=0

J = 2;}J2p+1 Z . Donc J = %

PROBLEME — ENDOMORPHISMES NILPOTENTS

Les parties B, C et D sont extraites de Centrale 2019 PSI Mathématiques 2.

Partie A - Etude d’un exemple



1. Le polynoéme caractéristique det(X I3 — Ag) de la matrice Ag est

X 0 —B-1 1 0 -1 1 0 —B-1

~1 X+1 0 — X1 X+1 0 = X0 X+1 B+1

1 -1 X-pg—1] 9ot 0 -1 X-p-—1/ft 1o 1 Xx-p5-1
B X+1 B+1 B X X | eae
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2. Du polynoéme caractéristique, on déduit que :

e si 5 =0, alors Sp(Ap) = {0}. La matrice Ag n’est pas diagonalisable car (par 'absurde) : si Ag est
diagonalisable, alors A est semblable & (0), donc égale & (0).

| - 1 < dim SEP(0) < 2
e si 3 #0, alors Sp(Ag) = {0; 8} et {1 <dim SEP(8) <1

ssi dim SEP(0) + dim SEP(S) = 3, la taille de Ag; ssi dim SEP(0) =

. Or la matrice Ag est diagonalisable

T

1)z=0
Soit X = [y | € M3:(C) : X € SEP(0) <= {(ﬂ+ )z
y=x
z
— sif=—1,alors X € SEP(0) <= y=u, dou dimSEP(0) =2;
— si B# —1, alors X € SEP(0) < {y B , - doudimSEP(0) =
z =
AUTRE METHODE : la matrice Ag est :
— de rang 2 si 5 # —1, alors dim SEP(0) = 1;
— de rang 1 si 8 = —1, alors dim SEP(0) = 2.
Donc la matrice Ag est diagonalisable si, et seulement si, = —1.

-1 1 1 0 0 O
3. Oncalcule: A3=|—1 1 1] n'est pasnulleet A3 =A2-A4,=[0 0 0
0 0 0 0 0 0

Donc la matrice Ay est nilpotente et son indice de nilpotence vaut 3.

4. Soit X = (z y z)T € M31(C) :

1 1
oAOX:0<:>{y_Jj < X=2x|1].O0nchoisit V3= {1
z=0
0 0
z=1 o1 1 1 1
e Ny X =Vsg<=<ax—y=1 = =10 4+y|1].Onchoisit Vo= |0

—x+y+z=0

—
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e A X =Voc=x—y=0 —
—r+y+z=1

-
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0
O] +y|1].Onchoisit Vi = |0
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Ces vecteurs V7, V5 et V3 sont linéairement indépendants car la matrice P = , de déterminant

_ O O
=
O = =

det(P) = 1 # 0, est inversible. Enfin P=1-Ay-P = J3 par construction, donc|  Ag et J3 sont semblables.

5. On suppose que 8 # 0. On a vu & la question 2 que Sp(Ag) = {0;8}. Si Ag est nilpotente, alors il
existe p € N* tel que Ag = (0). Toute valeur propre A de Ag vérifie alors A? = 0 et est donc nulle. C’est

absurde car  est une valeur propre non nulle de Ag. Donc Ap n’est pas nilpotente si 8 # 0.

Partie B - Matrices nilpotentes (anti)symétriques

6. Le polynome X? est annulateur de u, d’ou le spectre de u est inclus dans I’ensemble des racines de X7,
donc Sp(u) C {0}. De plus, le polynéme caractéristique de u appartient & C,[X] et a donc au moins une

racine, donc le spectre de u n’est pas vide. Finalement |  Sp(u) = {0}.

7. Comme toute matrice dans C, celle de I'endomorphisme u dans une base du C— espace vectoriel E est
trigonalisable. Et tous les éléments diagonaux sont des valeurs propres de u, par suite ils sont nuls. Donc
la trace de u est nulle.

AUTRE METHODE : Le polyndme caractéristique de u est X™, or x,, = X" —tr(u) X"~ 1+ -+ (=1)" det(u).

Donc| tr(u) =0.

n n n n

8. Pour chaque (4, j) € [1,n]?, (MTM);; = kaimkj, dott (MTM);; = Zmii, donc| tr(MTM) = Z Zmil
k=1 k=1 i=1 k=1

est la somme des carrés de tous les coefficients réels de la matrice. En particulier, elle est nulle si, et
seulement si, la matrice M est nulle. Or :

— si M est symétrique, alors M7 = M, d’ot tr(MT M) = tr(M?);

— si M est nilpotente, alors M? I’est aussi, d’ott tr(M?) = 0 d’aprés la question précédente.
D’oll, si M est symétrique et nilpotente, alors tr(M7T M) = 0, d’ott M est la matrice nulle. Réciproquement,
si M est nulle, alors M est a la fois symétrique et nilpotente.

Donc| une matrice de M,,(R) est symétrique et nilpotente si, et seulement si, elle est nulle.

9. De méme, si M est antisymétrique, alors tr(MT M) = —tr(M?). Si M est nilpotente, alors M? D'est
aussi, d’ou tr(M?) = 0. Par suite tr(MT M) = 0, donc M = 0.
Réciproquement, si M = (0), alors M est a la fois antisymétrique et nilpotente.

Donc une matrice de M,,(R) est antisymétrique et nilpotente si, et seulement si, elle est nulle.




10.
11.

12.

Une base de S, (R) est formée des w matrices E;; + Ej; ou j > 4. Donc dim S, (R) = %

De la question 8, il résulte que N’ NS, (R) = {(0)} et par suite VNS, (R) = {(0)}. Les sous-espaces
vectoriels V et S, (R) de M,,(R) sont donc en somme directe. Or V@S, (R) est un sous-espace vectoriel de

M, (R), d’ott dim V +dim S,,(R) < n?. Done, en utilisant la question précédente, | dimV < w

Les matrices M strictement triangulaires supérieures, c’est-a-dire telles que m;; = 0 si ¢ > j, forment un

n(n—1)
2

sous-espace vectoriel de dimension et sont nilpotentes.

Partie C - Sous-espaces vectoriels stables par un endomorphisme nilpotent

13.

14.

15.

16.

17.

18.

uP~1 £ 0 car l'indice de nilpotence de u est p. Par suite, il existe au moins un vecteur z € E tel que
uP~1(z) # Op.

Soient p complexes apg, -+ ,ap_1 tels que apz + - - ap_1uP~(z) = Op. En appliquant u?~1, il vient
aouP~1(z) = 0 car u? = 0. D’oll g = 0 car uP~!(x) # Op. De méme, en appliquant successivement
uP=2 ... u, les autres scalaires oy, - - - ,ap—1 sont nuls. Donc la famille (uk (x))0<k<p_1 est libre.

La famille B, est une famille libre de p vecteurs de F, espace vectoriel de dimension n, d’ou| p <n.

La famille B, est une base du sous-espace vectoriel C,. Chaque vecteur u*(a) de cette base a pour image
le vecteur u (uk (a)) = uk+1(a) qui appartient au sous-espace vectoriel C, car : c¢’est un vecteur de la
famille B, si kK < p —1 et c’est le vecteur nul si k =p — 1.

Donc le sous-espace vectoriel C, engendré par la famille B, est stable par u.

Pour chaque k € [0,p — 2], v (u*(a)) = u (u*(a)) = " (a) et v (WP~ (a)) = uP(a) = Og, donc

la matrice de v dans la base C, est J,.

Pour tout polynéme @ de C[X], deg(Q’) < deg(Q), d’ou :

les p+ 1 sev {Oc(x1}, Co[X], -+, Cp_1[X] sont stables par la dérivation f. Et ce sont les seuls.

En effet : si F' est un sous-espace vectoriel de C,_1[X], alors 'ensemble des degrés des polynémes de
F est une partie de N majorée (par p — 1), donc elle possede un maximum d. Soit alors un polynome
Q € F de degré d. Si F est stable par f, alors les d + 1 polynomes Q, @’,---,Q® appartiennnent & F.
Et ils sont de degrés d, d — 1, -- , 0 respectivement. D’ott F' = Cy4[X].

Soit, pour chaque k € [0,p— 1], le polynéme Q) = £ X*. La dérivée de Qy, est f(Qr) = £X 1 = Qu_y
k> 1t f(Qo) = £(1) = 0.

Dans la base (Qp—1,--- ,Q1, Qo) = (%, e X 1), la matrice de f est donc Jj,.




19.

La matrice J, est :
— la matrice de ’endomorphisme v dans la base (a, u(a),- - ,u”’l(a)) d’apres la question 16 ;

xr !

— la matrice de 'endomorphisme f dans la base (m, .

, X, 1) d’apres la question 18.

Soit I'isomorphisme de C,_1[X] vers C, qui, pour chaque k € [0,p — 1], associe au polynéme Xk—,k le
vecteur uP~17%(a).

Cet isomorphisme associe, aux p+1 sev {Ocx]}, Co[X] = Vect(X?), -+, Cp1[X] = Vect(XO,--- , XP~1)
stables par la dérivation f, les p+ 1 sev {Og}, Vect(uP='(a)), -, Vect(uP~1(a),--- ,a) stables par v.
Donc

les sev de C, stables par u sont les p + 1 sev {0g} et Fj, = Vect (u?~*(a),--- ,uP~*7%(a)), o k € [0,p — 1].

Partie D - Réduction des endomorphismes nilpotents d’indice p < 2

20.
21.

22.

23.

Un endorphisme est nilpotent d’indice 1 si, et seulement si, il est nul car u! =0 et u° = idg # 0.
Si la matrice A est nilpotente, alors :

— le spectre de A contient 0 d’aprés la question 6, d’ou le déterminant de A est nul;

— la trace de A est nulle d’apres la question 7.
ad —bc=0

Réciproquement, si le déterminant et la trace de la matrice A = (Z 2) sont nuls, alors { Ld—0
a =

ba +bd be+ d?

(AUTRE METHODE : si tr(A) = det(A) = 0, alors le polynome caractéristique de A est X2 — tr(A)X +
det(A) = X2. D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, ce polynéme est annulateur de A, donc A% = 0.)

2
Or A% = (a tbe act Cd), d’ott A2 =0, donc A est nilpotente.

Soit y € Im(u), alors 3z € E, y = u(x) dottu(y) = u?(z) = 0 d'ouy € Ker(u). Donc| Im(u) C Ker(u).

Par suite, 7 = rg(u) = dim(Im(u)) < dim(Ker(u)). Par le théoréme du rang, r+r < rg(u)+dim(Ker(u)) =

dim(E) =n, donc| 2r <n.

Soit H un supplémentaire de Ker(u) dans E : dim(H) = r. Soit alors (eq,...,e,) une base de H.
Montrons que la famille (e1,u(ey), ea, u(es), ..., e u(e,)) est libre. Soient (A1,...,\.) et (u1,..., 1)
dans C" tels que

Arer + .o+ e + pauler) + ..o+ ppuler) =0 (x).

En appliquant u & cette égalité, il vient que Aju(er) + ...+ A\u(e,) = 0 car u? = 0. Par linéarité de
u, 0= Mu(er) + ...+ Mu(er) =u(Aer + ...+ Arey). Donc le vecteur A\jey + ... + Are, est nul car il
appartient & H NKer(u) = {0}. D’ott A\; = ... =\, =0 car la famille (eq,...,e,) est libre. L’équation
(*) devient alors

puler) + ...+ prule,) = 0.

Et, de méme, le vecteur pie; + ...+ pre, est nul car il appartient & H N Ker(u) = {0}. D’ou p; =

. = u, = 0. Finalement, (e1,u(er), ea,ulea),. .. e, u(e,)) est une base de E | car cette famille

est libre et de cardinal 2r = dim(E).



24.

25.

26.

Notons B = (e1, u(ey), ez, u(ez), ..., e, u(e,)) la base de E obtenue dans la question précédente. Pour
chaque k € [1,7], u envoie ey sur u(eg). Et u? = 0, d’olt u(u(ex)) = 0.

Donc la matrice de v dans la base B est diag(Js, . .., J2) avec r blocs diagonaux Js.

Soit H un supplémentaire de Ker(u) dans E : dim(H) = r. Soit alors (eq,...,e,) une base de H.
Comme dans la question 23, la famille (u(eq),...,u(e,)) est libre. Elle est de cardinal r et ses vecteurs
appartiennent tous & Ker(u) car u? = 0. Or Ker(u) est de dimension n — 7 > r car Im(u) C Ker(u) et
Im(u) # Ker(u). Donc on peut compléter cette famille en une base de Ker(u), en rajoutant (n—r) —r =
n — 2r vecteurs de Ker(u), que 'on note (vq,...,0n—2y)-

La décomposition £ = H @ Ker(u) montre que, en concaténant la base (e1,...,e,) de H et la base
(u(er),...,u(er),v1,...,0,—2,) de Ker(u), on obtient une base de E.

En réordonnant cette base, (e1,uler),es,u(es), ... emuler),vr,...,n—2.) est une base B de E.

Pour chaque k € [[1,7], u envoie e, sur u(ey) et u(u(ex)) = 0 car u? = 0. De plus les vecteurs vy, . .., vy _2p
appartiennent & Ker(u) donc Vk € [1,n — 2r], u(vg) = 0.
On en déduit que la matrice de u dans la base B est

diag(Js, ..., Ja, (0)n—2,) avec r blocs diagonaux Jy suivis de la matrice nulle (0),_2, de M, _2,.(C).




